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L’'Ensemble des Nombres Réels

1.1 Rappels sur les ensembles ordonnés

1.1.1

Relations d’équivalence et d’ordre

Définition Une relation R définie sur un ensemble E est dite

1.

Réflexive, si pour tout x € E, xRx.

2. Symétrique, si pour tout (x,y) € E?, ¥Ry implique yRz.

3. Antisymétrique, si pour tout (z,y) € E?, 2Ry et yRx impliquent = = y.
4.
5

. R est une relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive.

Transitive, si pour tout (z,y, z) € E®, Ry et yRz impliquent xRz.

Exzemple 1. : Dans N la relation, pour tout = et y, z < y est réflexive, antisymétrique
et transitive : c’est une relation d’ordre. Il en est de méme des relations notées de la
meéme maniere dans Z et Q.

Définition Soit R une relation définie sur un ensemble E.
e On dit que R est une relation d’ordre si elle est réflexive, antisymétrique et
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transitive.

e Si R est une relation d’ordre on dit que E est un ensemble ordonné.

e Si F est un ensemble ordonné tel que pour tout (z,y) € E? on a : Ry ou yRx,
on dit que (E,R) est totalement ordonné.

Exemple 2. : L’ensemble (N, <), ou < est 'ordre naturel, est un ensemble totalement
ordonné.

Exemple 3. : La relation définie sur N* par : x divise y, notée x/y, qui signifie qu’il
existe k € N* : y = kx, est une relation d’ordre. En effet :

On a : x = 1z donc z/x par suite la relation / est réflexive.

Si x/y et y/x alors on peut trouver k et k' dans N* tels que y = kx et © = k’y. Donc
x = k'y = k'kx par suite k = k' = 1 c’est-a dire que z = y. Ainsi, la relation / est
antisymétrique.

Si x/y et y/z alors on peut trouver k et k' dans N* tels que y = kz et z = k'y donc
z = k'y = K'kx avec kk' € N*, donc x/z. Par suite la relation / est transitive.

Remarque 1.1. (N, /) n’est pas totalement ordonné car par exemple : 2 ne divise
pas 3 et 3 ne divise pas 2.

1.2 Quelques éléments de logique

1.2.1 Implication [A = B]

La proposition A implique B, notée [A = B] veut dire : si la propriété A est vraie,
alors la propriété B l'est aussi. Par contre, si la propriété A n’est pas vrai (on dit aussi,
A est fausse ou encore, non A est vraie), on ne peut rien dire de la propriété B.

Exemple 4.
a=1=d*=1.

Cette proposition s’exprime en disant que la propriété A implique la propriété B. la
propriété A s’appelle I'hypothese et la propriété B s’appelle la conclusion. Le raison-
nement logique qui permet de passer de 'hypothese A a la conclusion B s’appelle une
démonstration. Un énoncé logiquement équivalent a la proposition

[A = B
est

[non B = non AJ.

Lorsque 1'on veut démontrer [A = B], on peut procéder par contraposée et démontrer
[non B = non A]. Une autre facon de démontrer la proposition [A = B] est de procéder
par 'absurde, c¢’est a dire de supposer que les propriétés A et non B sont vraies toutes
les deux et d’en déduire une contradiction.

FS de Meknes 2 M.RHOUDAF
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Exemple 5. La propriété de 'exemple ci-dessus s’exprime par ’absurde en
a=1 et a® # 1

est une contradiction.

1.2.2 Equivalence [A < B]

La proposition [A < B] veut dire : si la propriété A est vraie, alors la propriété B 'est
aussi, c’est a dire [A = B] et si la propriété B est vraie, alors la propriété A I'est aussi,
c’est a dire [B = A|. Les propriétés A et B sont donc vraies en méme temps et fausses
en meme temps.

Exzemple 6. Dans R la propriété a®> = 1 n’est pas équivalente a la propriété a = 1.
En effet, le réel a = —1 est tel que a®> = 1 et a # 1. Donc

[a=1=a®=1]

et

2

@ =1+ a=1].

1.2.3 Raisonnement par récurrence

On cherche a démontrer qu'une propriété P(n) dépendant d'un entier n est vraie
quelque soit n € N. Pour cela, on démontre la premiere propriété, en général P(0)ouP(1).
Puis, on prouve que pour n quelconque, si les propriétés P(0), P(1)....P(n) sont vraies,
la propriété P(n + 1) l'est aussi. Alors, de proche en proche & partir de la premiere
propriété, on peut montrer que toutes les propriétés P(n) sont vraies. Le schéma de
démonstration est donc le suivant :

P(0) vraie :
{ Vn € N, P(0), P(1),..., P(n) vraie = P(n + 1) vraie } = Vn €N, P(n) vraie

Tres souvent, la propriété P(n) suffit a entrainer la propriété P(n + 1). Le schéma
suivant, moins général mais plus fréquent, est aussi une démonstration par récurrence

P(0) vraie .
{ Vn € N, P(n) vraie = P(n+ 1) } — Vn € N, P(n) vraie

Exemple 7.
1+3+..+2n—1)=n’

La propriété P(1) est vraie : en effet, en faisant n = 1 ci-dessus, on trouve 1 = 1.
Supposons donc que la propriété P(n) est vraie. A partir de

Pn):1+3+..+(2n—1)=n’

F'S de Meknes 3 M.RHOUDAF
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on calcule
Pn+1):14+3+...+2n—1)+2n+1)=n>+2n+1) = (n+ 1)

Donc P(n) = P(n+1). On peut donc passer de l'ordre n a l'ordre n+ 1. On en déduit
que P(n) est vraie pour tout n € N.

1.3 L’ensemble des nombres réels

1.3.1 Introduction

Les mathématiques de base s’intéressent a certains objets appelés nombres et a des
opérations sur ceux ci. La suite infinie de symboles 0, 1,2, 3... que nous utilisons pour
dénombrer est appelée 'ensemble des entiers naturels.

N={1,2,3---}.

Quand on cherche a résoudre dans N, I’équation du premier degré en la variable x,
a + x = b. On obtient la solution lorsque b > a. Dans le cas ou a est supérieur a b, on
peut se ramener au cas ou b est nul a I’équation :

n+x=0.

On découvre avec ”inquiétude” que cette équation n’a pas de solution dans son uni-
vers habituel d’entiers naturels. D’ou la nécessité de postuler I'existence d’un nouveau
nombre, qu’on note par exemple —n et qui satisfait a cette équation. C’est la création
de nouveaux nombres, que le mathématicien appellera entiers négatifs. L’ensemble des
entiers négatifs et des entiers naturels est appelé ’ensemble des entiers relatifs, noté Z.

Z={...—2,-1,0,1,2---}.

Remarquons tout de suite qu'un entier quelconque n de Z étant donné, 1’équation
n + x = 0, admet toujours une solution dans Z. On dit que Z est la cloture algébrique
de N pour I’équation n + x = 0.

Quand on cherche a résoudre sur Z 1’équation a + bx = 0, a et b sont deux entiers.
Si par exemple a = 4b cette équation admet bien une solution dans Z. Par contre si
b = 2a cette équation n’admet pas de solution dans Z. On décide donc de créer un
nouvel objet qu’on appellera encore un nombre, et pour le distinguer d’un entier, on le
qualifiera de fractionnaire ou de rationnel. Ainsi, se donner les rationnels

=n et =m

b
revient a affirmer, par définition, que :

bn—a=0 et dn—-—c=0.

FS de Meknes 4 M.RHOUDAF
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Compte tenu des propriétés de la multiplication dans Z, on déduit aussitot de cette
définition des rationnels leurs propriétés habituelles. L’ensemble des fractions ration-
nelles noté Q.

@:{%,(m,n)erZ*}.

Muni de 'addition et de la multiplication ’ensemble Q est un corps, qui est stable
par addition, soustraction, multiplication et division. Mais constatons l'existence de
nombres autres que les rationnels par 'une ou 'autre des considérations suivantes.

1. La longueur de la diagonale d’un carré de coté 1 n’est pas un nombre rationnel.
2. La circonférence d’un cercle de rayon 1 qui est 7 n’est pas un rationnel.
3. V2, ... sont des irrationnels.

L’ensemble des nombres rationnels et des irrationnels constituent I’ensemble des nombres
réels R. Nous présumons que ’ensemble des nombres réels peut étre mis en correspon-

dance biunivoque (i.e & chaque réel correspond un et un seul point de la droite) avec

tous les points d’une droite.

03 12 2
Fig.1

Avant de donner une description de la droite réelle, nous commencons par rappeler
quelques éléments de logique mathématiques.

1.4 Opération sur les nombres réels

On rappel ici les propriétés algébriques qui seront constamment utilisées dans ce cours
d’analyse. Pour plus de détails consulter sur le sujet le cours d’algebre des filieres
SMPCI et SMA. On désignera par (R, +, x) I'ensemble des nombres réels muni des
deux opérations, notées + et x, appelées respectivement addition et multiplication. Si
x,y € R on note le produit x x y par xy.

Les opérations + et x vérifient les propriétés suivantes :

1. L’addition est commutative : Pour tout (z,y) dans R*ona:z+y=y+ .
2. L’addition est associative : Pour tout (z,y, 2) dans R® on a: z+(y+2) = (z+y)+=z.

3. Il existe un élément noté 0 dans R, appelé élément neutre pour 1’addition, tel que
pour tout r dans Rona: 0+x=2+0=z.

4. Pour tout élément x dans R, il existe un élément noté (—z) dans R, appelé
opposé de z, tel que : x + (—x) = (—z) + 2z = 0.

5. La multiplication est commutative :
Pour tout (z,y) dans R? on a : xy = yx.

6. La multiplication est associative : Pour tout (z,y, z) dans R3 on a : z(y2) = (zy)z.

7. Il existe un élément noté 1 dans R, appelé élément neutre pour la multiplication,
tel que pour tout x dans Ron a : lx = z1 = x.

FS de Meknes 5 M.RHOUDAF
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1
8. Pour tout élément x # 0 dans R, il existe un élément noté x~! = — dans R,
x

L= plp=1.

appelé inverse de x tel que : xz~
9. La multiplication est distributive par rapport a l’addition : Pour tout (z,y, z)

dans R3 on a : z(y + 2) = a2y + yz.

Nous exprimons ces propriétés par :

Propriété L’ensemble (R, +, X) est un corps commutatif.

1.5 Ordre sur R

On munit ’ensemble R de la relation d’ordre, notée <, qui prolonge la relation d’ordre
total naturel définie sur N. On a :

Propriété L’ensemble (R, <) est totalement ordonné et la relation d’ordre < est
compatible avec I'addition et la multiplication :

e Pour tout (z,y, z) dans R3, z < y implique z + 2z < y + 2.

e Pour tout (z,y) dans R?, 0 <z et 0 <y impliquent 0 < zy.

e Pour tout (z,y, 2) dans R? tel que = < y, alors

zr < zysiz>0etzy<zrsiz<O0.

Remarque 1.2. . Six et y sont deux nombres réels tels que x < y, alors il existe un
z+y

réel z tel que ¥ < z < y; il suffit de prendre z = =5
Remarque 1.3. . Siun réel x > 0 est tel que pour tout € > 0 on a : x < ¢, alors
z = 0.

En effet, si x # 0 on peut trouver, d’apres la remarque (1.3.1), un réel €' tel que
0<ée <.

1.5.1 Borne supérieure-Borne inférieure

Définition Soient (F, <) un ensemble ordonné, F' une partie non vide de E et
MeFE.

e On dit que M est un majorant de F' si pour tout x € F, x < M.

e On dit que m est un minorant de F si pour tout x € F, x > m.

e [’ensemble F' est dit majoré s’il admet au moins un majorant.

FS de Meknes 6 M.RHOUDAF



M.RHOUDAF Analyse [

e [’ensemble F' est dit minoré s’il admet au moins un minorant.

e On dit que F est borné s’il est majoré et minoré.

e On appelle plus grand élément de F', s’il existe, 'unique élément ¢ € F tel que :
pour tout z € F', x < q.

e On appelle plus petit élément de F, §’il existe, 'unique élément p € F' tel que :
pour tout z € F', p < .

Exzemple 8. : L'ensemble F' = {2,3,12} est borné dans (N*, /). En effet, I’ensemble
F est majoré par 12 car on a : 2/12, 3/12 et 12/12. On a aussi F' minoré par 1 car 1/2,
1/3 et 1/12.

La partie F' n’admet pas de plus petit élément dans ( N*, /) car 2 ne divise pas 3, par
contre, 12 est le plus grand élément de F.

Remarque 1.4. Soit F' une partie d’'un ensemble ordonné FE.

1. Si M est un majorant de F', alors tout élément de E supérieur a M, est un
majorant de F.

2. Sim est un minorant de F', alors tout élément de E inférieur a m, est un minorant

de F.

3. Un majorant ou un minorant de F peut étre un élément de F ou non. C’est
I'exemple de I’élément 1 qui est un minorant de F mais il n’appartient pas a F';
alors que 12 est un majorant de F qui appartient a F.

4. L’ensemble des majorants ou des minorants de F peut étre fini ou non.

Dans 'exemple précedent I’ensemble des minorants de F est {1}, donc fini. Alors que
I’ensemble de ses majorants est formé par les multiples de 12, qui est un ensemble
infini.

Définition Soient (£, <) un ensemble ordonné et F' une partie non vide de E.
» On appelle borne supérieure de F, notée sup(F'), le plus petit élément, s'il existe,
de I'ensemble des majorants de F.

» On appelle borne inférieure de F, notée inf(F), le plus grand élément, s’il existe,
de I'ensemble des minorants de F.

Exemple 9. . La partie F' = {2,3,12} de ( N*, /) admet 12 pour borne supérieure
et 1 pour borne inférieure. Notons que 1 ¢ F', alors que 12 € F'.

Remarque 1.5. : Si F' admet un plus grand (resp. plus petit) élément, alors cet
élément est la borne supérieure (resp. inférieure) de F'.
Avant d’aller plus loin; nous ouvrons une parenthese pour rappeler brievement la
construction des nombres et les différents types de raisonnement mathématique. Ca-
ractérisation des bornes supérieure et inférieure

FS de Meknes 7 M.RHOUDAF
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Propriété Toute partie A non vide majorée de R admet une borne supérieure et
on a :

VoeeA z<M

M =sup(4) < {v £>0,3 zp€A: M—-e<a<M.

Toute partie A non vide minorée de R admet une borne inférieure et on a :

VaeecA m<zx

oSG {V e>0,d xgeA: m<zy<m+e.

Théoréme L’ensemble, Q = {2 . p,q € Z,q # 0}, des nombres rationnels
q

est dense dans R ce qui signifie qu’entre deux réels x et y distincts il existe une
infinité de nombres rationnels.

Archiméde Pour tout nombre réel z, il existe un entier naturel n tel que : x < n.

Preuve : Raisonnons par absurde : Supposons le contraire c’est-a dire qu’il existe
x € R tel que x > n pour tout entier naturel n, donc N est majoré dans R par suite
N admet une borne supérieure.

Soit M = sup(N) donc pour tout € > 0, il existe n € N tel que M —e <n car M —¢
n’est pas un majorant. Or, si on prend € = 1, on aura M < n + 1 ce qui est absurde
car n+ 1 € N et M est un majorant de N.

Définition On appelle valeur absolue d'un nombre réel x, le réel positif, notée
||, défini par :
lzgj=2 si z>0—2 si z<0.

Propriété La valeur absolue vérifie les proriétés suivantes :
1. |—z| = |zl

2. |xz| = 0 si et seulement si z = 0.
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3. Pour tous x et y dans R, |zy| = |z||y].
4. Pour tous z et y dans R, |z + y| < |z| + |y|.
5. Pour tous x et y dans R, ||z| — |y|| < |z — y|.

Remarque 1.6. Sia > 0 'inégalité |z| < a signifie que : —a < z < a.

Formule du binédme  Si (a,b) € R* et n € N* on a :
(a+b)" =) Cha’b"?,
p=0

n!
oull=—— nl=1x2x3x...xn.et0=1.

pl(n —p)!
Rappelons ici la notion d’intervalle et de voisinage de la droite réelle :

Définition Soient a et b deux nombres réels distincts (a < b).

» On appelle intervalle fermé, d’origine a et d’extrémité b, ’ensemble [a,b] = {x €
R:a <z <b}.

» On appelle intervalle ouvert d’origine a et d’extrémité b, 'ensemble |a, b|= {z €
R :a <z <b}.

» On appelle voisinage d’'un point zy € R, toute partie, notée V(z,), de R qui
contient un intervalle ouvert |a, b[ tel que zq € a, b|.

» On appelle voisinage de +o0o tout intervalle de R de la forme [a, +oo[= {z €
R :z>a}

» On appelle voisinage de —co tout intervalle de R de la forme | — 00, a] = {z €
R :z <a}.

Remarque 1.7. Soient V C R et xg € V. Alors V est un voisinage de xg si et
seulement si il existe h > 0 tel que : |zg — h, 2o + h[C V.
Dans la suite on appellera voisinage de o tout intervalle ouvert de la forme |zq—h, xo+

hl; h > 0.
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Suites Numériques

2.1 Suites numériques

Définition Une suite numérique est une application u définie d’une partie I de

N dans R :
u: I — Rn— un) = u,.

Le nombre réel u(n) = w, s’appelle le terme général de la suite. La suite définie
par l'application u est notée (u,,)ne; ou tout simplement (u,) si I = N. L’ensemble
{u(n) : n € I'} est appelé ensemble des valeurs de la suite.

Exemple 10. wu,

Ezemple 11. u, =(-1)", n>1.

Définition On dit que la suite (u,) converge vers ¢ € R si
Ve>0 AN eN:n>Ny= |u, — ¥ <e,

on écrit lim wu, = ¢ ou u, — /.
n—-+o0o

Une suite qui ne converge pas est dite divergente.

11
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1

—) converge vers 0.

Exemple 12. La suite (
1

En effet, soit € > 0, appliquons le théoreme d’Archimede pour —, il existe alors Ny € N
€

1
tel que — < Ny, il suffit donc de prendre Ny = E(é) + 1.
5

Rappelons que F(z) représente la partie entiere de x; c’est le plus grand entier tel que
E(z) <z < E(x) + 1.

Définition (Divergence vers £00)
On dit que (uy), oy, une suite réelle, diverge vers 400 (resp. —o0), si VA > 0,
dNy € N tel que Vn > N

U, > A (resp. u, < —A)

Propriété Si une suite est convergente, sa limite est unique.

Démonstration. On procede par I’absurde. Soit (u,)n,en une suite convergente ayant
deux limites ¢ # ¢'. Choisissons € > 0 tel que € < @

Comme lim,,_, o, u, = ¢, il existe Ny tel que n > N; implique |u,, — | < €.
De méme lim,,_, o, u, = ¢, il existe Ny tel que n > Ny implique |u,, — | < e.
Notons N = max(Ny, Ny), on a alors pour ce N :
luy — ) <e et |uy—V|<e
Donc [{ —V'| = [{ —uy +un — '] < |l —upy|+ |unx — €| d’apres I'inégalité triangulaire.
On en tire [ —0'| < e+€ = 2¢ < [{—{'|. On vient d’aboutir & l'inégalité |{—{'| < |[{—{']

qui est impossible. Bilan : notre hypothese de départ est fausse et donc ¢ = ¢'.
]

2.1.1 Suite majorée, minorée, bornée

Définition Soit (u,),en une suite.
— (Up)nen est majorée si IM € R VneN wu, < M.
— (Up)nen st minorée si ImeR VneN wu, > m.
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— (Up)nen est bornée si elle est majorée et minorée, ce qui revient a dire :

AM >0 YneN |u,| <M.

Propriété Toute suite convergente est bornée.

Démonstration. Soit (u,)neny une suite convergeant vers le réel ¢. En appliquant la
définition de limite avec € = 1, on obtient qu’il existe un entier naturel N tel que pour
n > N on ait |u, — ¢| <1, et donc pour n > N on a

lun| = [0+ (un, — 0)] < €] + |u,, — €] < |€] + 1.

Donc si on pose
M = max(|uol, [usl,- -+, [un—1], [¢] + 1)

on a alors Vn € N |u,| < M.

Remarque 2.1. La réciproque est fausse .

Exzemple 13. La suite (—1)", n > 1, est bornée mais n’est pas bornée.

2.1.2 Suites monotones

Définition Soit (u,),en une suite.

— (Un)nen est croissante si Vn € N w,yq > up,.

— (Up)nen est décroissante si Vn € N w,pq < u,,.

— (up)nen est monotone si elle est croissante ou décroissante.

Théoreme
— Toute suite croissante et majorée est convergente.
— Toute suite décroissante et minorée est convergente.

Remarque 2.2.

— Une suite croissante et qui n’est pas majorée tend vers +oco.
— Une suite décroissante et qui n’est pas minorée tend vers —oo.
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Démonstration. Notons A = {u,|n € N} C R. Comme la suite (u,)nen €st majorée,
disons par le réel M, I'’ensemble A est majorée par M, et de plus il est non vide
est bornée, donc il admet une borne supérieure : notons ¢ = sup A. Montrons que
lim,, , 1o u, = £. Soit € > 0. Par la caractérisation de la borne supérieure, il existe un
élément uy, de A tel que ¢ — e < un, < £. Mais alors pour n > Ny on a £ —e < uy, <
u, < £, et donc |u, —f| <e.

n
2.1.3 Opération élémentaires sur les suites convergentes
Propriété Soient (u,), (v,) deux suites réelles. Si (u,) converge vers Iy et (v,)
converge vers ly. Alors
1. La suite (u, + v,) converge vers l; + ls.
2. La suite produit (u,v,) converge vers lyls.
3. La suite (|u,|) converge vers |[|.
4. Sily # 0, alors il existe un entier N tel que u,, # 0 si n > N et la suite
1 1
(—) converge vers —.
Unp, n>N ll
Démonstration. 1. Montrons que la suite (u,, + v,,) converge vers [; + ls.
lirf u, = [ implique 5§ >0 dN; € N tels que pour n > N; on a
n—-+0oo
€
|Un — l1| < 5
lirf vy, =l implique § >0 dN; € N tels que pour n > N, on a
n—-+00
€
|Un — l2| < 5
donc Ve > 0 IN = maz(Ny, No) € N tels que pour n > N on a
\un + v, — (ll + ZQ)‘ < \un — ll‘ + ‘Un — lz‘ < €.
Ce qui prouve le résultat.
2. Montrons que la suite produit (u,v,) converge vers [;l5
on distingue deux cas :
19" cas si ly # 0 ou (I; #0)
La suite (u,) est convergente donc elle est bornée c.a.d
M > 0 tq. |u,| <M VYn eN.
D’autre part, lim w, = l; implique pour € = =*= >0 3IN; € N tels que

n——+o00 2|l|
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pour n > Nj on a

-l <
=01 < g
lim v, = I, implique pour ¢ = 2|M‘ >0 dN, €N tels que pourn > Ny on a
n—-+00
€
— | < —
on = bl < g7

donc pour € > 0 IN = max(Ny, Ny) € N tels que pour n > N on a

[unvy, — lila| = Junv, — uple + unly — Lils| < |upl|lv, — o] + |v||u, — 1] < €.

ce qui montre que (u,v,) converge vers [ls.

1¢" cas sil; = Iy =0)

La suite (u,) est convergente donc elle est bornée c.a.d
M > 0 tq. |u,| < M ‘v’neN

lim v, =l implique pour € =
n—-+0o

IM\>O AN € N tels que pour n > N on a

€
|’Un—l2| < M
donc

[tunvn, — 0] < uy||va] < €.

3. Montrons que la suite (|u,|) converge vers |l1]. on a ||u,| — |l;|| < |u, — l1| donc
llun| — |l1]] < €8l |u, — L] <e.

[
4. Enfin, si (u,) converge vers [; # 0, on prend € = %, il existe alors un entier N
tel que |u, — 1| < — | | si n > N donc
I |1
u——<u, <l +—,
2 — "= g

[ [
en particulier si n > N on obtient u,, > 1> 0si l{ >0etu, < L <0si [, <0,

par suite pour n > N, les termes de la suite sont non nuls. Plus précisement on a

1]

montré que |u,| > DR donc ils sont de méme signe que /;. On peut alors définir,

1 1
pour n > N, la suite (—) Montrons que cette suite converge vers = On a
Up 1

1 1

N |, — 1]

|ty |

U, ll

|l1‘€

Pour ¢’ = > 0, il existe N’ tel que n > N’ implique |u,, — 1| < €'.
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[
De plus, |u,| > |—21| si m > N. Donc si n > max(N, N’) on a

1 1

Up, ll

2¢’

<=
12 ’

ce qui prouve le résultat.

2.2 Propriétés d’ordre des suites réelles convergentes

Propriété
1. Soient (up)nen €t (vn)nen deux suites convergentes telles que : Vn € N,
U, < v,. Alors
lim u, < lim v,

n—-+0o00 n—-+o0o

2. Soient (uy)nen €t (vpn)nen deux suites telles que lim,, o u, = +00 et Vn €
N, v, > u,. Alors lim, ., . v, = +00.

Démonstration. En posant w, = v, — u,, on se ramene a montrer que si une suite
(Wp)nen vérifie Vn € N, w, > 0 et converge, alors lim, , . w, > 0. On procéde

par l'absurde en supposant que ¢ = lim, ,,w, < 0. En prenant ¢ = |§| dans la
définition de limite , on obtient qu’il existe un entier naturel N tel que n > N implique
lw, — ] < € = —é. En particulier on a pour n > N que w, < { —g = g < 0, une
contradiction.

]

Remarque 2.3.

1. Soit (u,)nen une suite convergente telle que : ¥n € N, u,, > 0. Alors lim,,_, o w, >
0.

2. Attention : si (Up)nen est une suite convergente telle que : ¥n € N, u, > 0,
on ne peut pas affirmer que la limite est strictement positive mais seulement que
limy, s 4 oo Uy, > 0. Par exemple la suite (uy,)nen donnée par u, = L_esta termes

n+1
strictement positifs, mais converge vers zéro.

Théoreme de gendarme  Soient (up,)n, (Vn)n €t (wy), trois suites réelles telles
que :

Uy < v, < w, pour tout n € N.

On a:
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1. Si lim w, = lim w, =1€R alors lim v, =1.

n——+0oo n—-+00 n——+00
2. 8 lim wu, =400 alors lim v, = +oc.
n—+o0o n—+o0o
3. 81 lim v, = —o00 alors lim wu, = —oc.
n—+o0o n——+00

Démonstration. Soit € > 0; puisque les suites (u,),, et (w,) convergent vers /¢, il existe
Ny, Ny € N tels que :
VneN, (n> Ny < |u, — 1] <e)

et
Vn e N, (n > Ny < |w, — (| <e).

En notant Ny = Max(N, Ny, N3), on obtient pour tout n € N :
Up < Uy < Wy
n>Noe( Ju,—l<es —e<u,—l(<v,—l<w,—l(<e& v, —{ <e
|w, — €] <€

Donc la suite (v,,), converge vers /.

Exemple 14. FEtudier la suite de terme général

- + z +..F : >1
Up=—F+—""+... 4+ ——=; n>1.
n? n?+1 (n+1)2
Uy est la somme de 2n+2 termes majorés par — et minorés par —————, donc quelque
n? (n+1)2
soitn € N*
2n+2)— <, < (204 2) 2
(n+1)2 - "~ n?
n(2n +2)

La suite de terme général v, = est convergente et a pour limite 2. La suite

(n+1)?
(2n +2)

de terme général w, = est convergente et a pour limite 2. En conséquence

la suite (uy,), converge et a pour limite 2.

Remarque 2.4. Si lim wu, =1, lim w, =1, etl #1', on ne peut rien dire de v,,.

n—-+o0o n—-+o00
Exzemple 15.
1 1
Up = =2+ —, w, =2+ —.
n n
lim wu, = -2, lim w, =2
n—-+o0o n—-+0o00
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e Si on prend vn:%, on a : lim v, =0 etu, <uv, <w,.
n—-+o0o

e Si on prend v, = (—1)" n'a pas de limite bien que : u, < v, < w,.
Remarque 2.5.
1. Stu, —u€R etwv, = +oo. Alors
a) u, + v, = +oo et

1
b) — — 0.
) — =

c) Stu>0, u,v, = +00.
d) Stu<0, u,v, = —00.

e) Siu=0 on ne peut rien dire de la suite (u,vy,).( forme indéterminée)

2. Siu, »u€eR etv, — —oo. Alors
a) u, + v, - —00
1

b) — —0".

)

c) Stu>0 wu,v, = —o0.
d) Siu<0 wu,v, = +00.

e) Siu=0 on ne peut rien dire de la suite (u,vy,).( forme indéterminée)

Ezxzemple 16. u, =n,v, = %.(la limite du produit est 1)

Exemple 17. u, =n,v, = in.(lz'mz'te du produit est+ 00).

Exemple 18. u, =n,v, = =.(limite du produit est0)

Si u, — +oo et v, — —o0, on ne peul rien dire de la suite (u, + v,). (forme
indéterminée)

Exemple 19. u,=n+1,v, = —n.

Exemple 20. u, =n+1,v, = —n? u, + v, — —0o0.

Exzemple 21. u, =n+ (—=1)",v, = —n,u, + v, n'a pas de limite.

u
Remarque 2.6. .Si u, — +oo et v, — 400, on peut rien dire de —. (forme

Un
indéterminée)

Exemple 22. u,=n+1 e wv,=n
Exemple 23. u,=n+1 et v,=+/n
Exemple 24. u,=n+1 et v,=n

u
Remarque 2.7. .Siu, — 0 et v, — 0, on peut rien dire de — . (forme indéterminée)
n
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Exemple 25. u, = %,un = #, le rapport tend vers + oo.

Exemple 26. u, = #, Uy = %, le rapport tend vers 0.

_ 1 _ 1
Exemple 27. u, =, u, = 777,

n?

le rapport tend vers 1.

Remarque 2.8. Siu, — oo etv, — 0, on peut rien dire de ul".(forme indéterminée)
Remarque 2.9. Siu, — 1 etv, — 00, on peut rien dire de ul".(forme indéterminée)
Exemple 28. wu, =/n,v, ==, u’ tend vers 1.

Ezxzemple 29. u, =1+ %, v, =mn, ulr  tend vers exp(1).

2.3 Suite récurrente

Définition Une suite (u,)nen définie par le couple (a, f), ot a est un réel et f
une fonction réelle de variable réelle, telle que

Ug = a
Ups1 = f(u,) sin>1

est appelée suite récurrente (simple).

Le résultat principal concernant les suites récurrentes est résumé dans la proposition
sutvante.

Propriété Soit f une fonction continue sur I = |a,b] telle que f(I) C I et soit
(un) la suite définie par : u,1 = f(u,) et ug € I donné. On a :

1. Si (uy,) converge vers l alors | = f(1).

2. 8i f est croissante alors (uy,) est monotone et convergente.

Démonstration. 1. La condition f(I) C I implique que u, € I pour tout n.

Siu, — walors f(u,) — f(u), grace a la continuité de f en u. D’autre part les suites
(un) et (upy1) ayant la méme limite, on conclut, que u = f(u).

2. 1°" cas : Si ug < uy, la suite (u,) est croissante, en effet (par récurrence) :

Siu, < Upyp alors uyy = f(un) < f(upse1) = upie. La suite (u,) étant croissante
majorée par b donc convergente.

2¢ cas : Si ug > uy on montre de la méme fagon que (u,) est décroissante minorée par

a donc convergente.
|
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Exemple 30. Soit la suite u, définie par la relation de récurrence :

{unJrl: \/2+un

UQZO

Si ug € [0,2[ alors w, est croissante, majorée. Si ug > 0 alors w, est décroissante,
minorée.

Exemple 31. FEtudier la suite

_ 2
Un+1 = 14u2
Ug > 0

Pour cet exemple on utilisera le lemme suivant :

Remarque 2.10. Soit (u,)nen une suite de nombres réels. Si les sous suites (Uay )nen
et (Ugna1)nen convergent vers la méme limite [, alors la suite (u,)nen €St convergente
et tend vers [.

Propriété Soit f : [a,b] — [a,b] une fonction continue et décroissante. Soit
ug € [a,b] et la suite récurrente (u,) définie par u,.1 = f(u,). Alors :

— La sous-suite (ua,) converge vers une limite { vérifiant f o f(£) = ¢.

— La sous-suite (ug,41) converge vers une limite £ vérifiant f o f(¢') = ¢'.

Il se peut (ou pas!) que £ =1'.

Démonstration. La preuve se déduit du cas croissant. La fonction f étant décroissante,
la fonction f o f est croissante.

Et on applique la propriété 2.3 a la fonction f o f et a la sous-suite (ug,) définie par
récurrence us = f o f(ug), ug = fo f(ug),...

De méme en partant de u; et ug = f o f(uq),...

2.3.1 Suites extraites ou sous-suites.

Définition. Soit (u,),en une suite. Une suite extraite ou (sous-suite) de (un)nen est une
suite de la forme (Upm))nen, 0u ¢ : N — N est une application strictement croissante.

Remarque 2.11. Soit ¢ : N — N est une application strictement croissante.on montre
facilement par récurrence que pour tout n, on a ¢(n) > n.

Propriété Soit (u,)nen une suite. lim, o u, = ¢, si et seulement si pour toute
suite extraite (Ugp(m))nen 0N @ liMy_y 1 oo Upm) = L.
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Démonstration. =

Soit € > 0. D’apres la définition de limite , il existe un entier naturel N tel que n > N
implique |u,, — ¢| < e. Comme l'application ¢ est strictement croissante, on montre
facilement par récurrence que pour tout n, on a ¢(n) > n. Ceci implique en particulier
que sin > N, alors aussi p(n) > N, et donc |ug,) —£| < €. Donc la définition de limite
s’applique aussi a la suite extraite.

P

il suffit de prendre p(n) =n
u

Corollaire 2.1. Soit (u,)neny une suite. Si elle admet une sous-suite divergente, ou
bien si elle admet deuxr sous-suites convergeant vers des limites distinctes, alors elle
diverge.

Exemple 32. Soit la suite (up)nen de terme général u, = (—1)". Alors (uon)nen
converge vers 1, et (Usyi1)nen converge vers —1 (en fait ces deux sous-suites sont
constantes). On en déduit que la suite (uy,)nen diverge.

Théoreme de Bolzano-Weierstrasss Toute suite bornée admet une sous-suite
convergente.

2.3.2 Suites adjacentes

Définition On dit que deuz suites réelles (uy,) et (v,) sont adjacentes si :
1. La suite (u,) est croissante.

2. La suite (v,) est décroissante.

3. La suite (u, — v,) converge vers 0.

Propriété Si (u,) et (v,) sont deuz suites adjacentes alors elles convergent vers
la méme limite.

Preuve : Supposons que (u,) est croissante et (v,) décroissante.
Montrons, par absurde, que u, < v, pour tout n.
Supposons qu’il existe N tel que o = uy — vy > 0, donc pour n > N on a : u, > uy
et vy > U, par suite
Up — Uy > Uy — Uy = >0

pour tout n > N ce qui est impossible car u,, — v, tend vers 0.
Par suite, ug < u, < v, < vy, on en déduit que :
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La suite (u,) est croissante majorée par vy donc convergente vers l.
La suite (v,) est décroissante minorée par uy donc convergente vers l'.
La suite (u,, — vy,) converge vers | —1I' =0 donc =1

Exzemple 33. . Les suites données par (u,) et (Vn)n>1

IR L 1 -
Up = +i+§+"'+a, e Un—Uner, n =1,
sont adjacentes. En effet
1
La suite (u,) est croissante car : Upy1 — Up = 1) >0.
La suite (v,) est décroissante car :
1 . 1 1
Un — Un -
i (n+1)n+1)! " (n+1) nnl
1
= 1) — 1)?
ey ey U A G
—1
= <0.
nn+1)(n+1)! =
De plus v, —up, = — — 0. Donc (un) et (vy,) sont adjacentes. On en déduit que (u,)
n.n!

et (v,) convergent.

Exzemple 34. . Les suites données par (u,) et (Un)n>1

sont adjacentes. Voici enfin deur théoreme tres siuvant utilisé pour calculer des limités
de suites.

2.3.3 Les suites de Cauchy

Définition  Une suite réelle (u,), est dite de Cauchy si

Ve>0, 3ngeN telque Yp>q>mng, |u,—u,<e

Propriété Soit (u,)nen une suite réelle.

(Un)nen est de Cauchy < (up)nen converge
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Démonstration. Le sens direct
(tn)nen est de Cauchy = (u,)nen converge

est vrai dans R. Si (u,), converge vers a, pour tout € > 0, il existe ny € N tel que pour
tout n > ng, |u, — a| < e. Donc

WV

Yn > m = ng [tn, — U] < Uy —al + |a — up| < 2€
Démontrons maintenant la réciproque

(Un)nen converge = (uy,)nen est de Cauchy.

Cette réciproque définit les espaces complets. Soit (u,,)neny une suite réelle de Cauchy.
Soit € > 0 fixé, il existe ny € N tel que pour tout p,q > ng, |u, — u,| < €. Donc en
particulier Vp > ny,

|[upl < [up = tng| + [tng]
< €+ |ty

Et donc pour tout n € N, on a

|un| < max(max |uy,|, € + [tUn,]),
n<ng

i.e. (uy), est bornée et donc par Bolzano-Weiertrass, on peut en extraire une sous-suite
convergente, ) — a. Donc il existe n; tel que pour tout n > n, |u¥,(n) —a| <e On
a donc, pour tout n > max(ng, n),

Uy, — a| < Jun — Upm)| + |Upm) — a] < 2e car  p(n) >n > max(ng,ny).

Donc la suite (u,), est convergente.

2.4 Suites arithmétiques

Définition  Une suite (u,,) est dite arithmétique s’il existe un réel r tel que, pour
tout entier naturel n
Upyl — Up =T

Le nombre réel r est appelé la raison de la suite arithmétique (uy,).
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Propriété Si (u,) est une suite arithmétique de raison r, alors

Uy, = ug +nr pour tout n € N.

Preuve : Raisonnons par récurrence : Pour n = 0, on a ug = ug. Supposons que la
propriété est vraie pour n, et montrons qu’elle reste également vraie pour n+ 1. On a
par définition :

U1 = Up +7 = (ug+nr) +7 =19+ (n+ 1)r

donc la propriété est vraie pour n + 1. Ce qui prouve que la propriété est vraie pour
tout n.

Remarque 2.12. : Soit (u,) une suite arithmétique de raison r.
Sir =0 la suite (u,) est constante.

Sir >0, la suite (u,) est strictement croissante.

Sir <0, la suite (uy,) est strictement décroissante.

Propriété Soit (u,) une suite arithmétique de raison r, alors :

Ug + Up
2

Sp=tug+ur+...+u,=(n+1)

Preuve : Soitp € N tel que 0 < p < n, alors
Up + Up—p = Ug + npr + ug + (n — p)r = ug + Uy,

il en résulte, st on écrit : S, =ug+ur + - Fu,+ -+ u,
Sp = Up+Up—1+-FUp_p+---Fug et en faisant la somme, que 25, = (n+1)(up+uy,).

Remarque 2.13. : Sile premier terme de la suite est uy, alors
Uq + U,
S,=n )
2

Exemple 35. . La suite (u,) définie par u,, = n est arithmétique de raison 1 donc :

n(n+1)'

S, =142+ ...4+n= 5

2. La suite (uy,) définie par u, = 2n+ 1 est arithmétique de raison 2 donc :

(n+1)(1+2n+1)

Sp=1434+...+2n+1)= 5

= (n+1)%
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2.5 Suites géomeétriques

Définition Une suite (u,) est dite géométrique s’il existe un réel q tel que, pour
tout entier naturel n,
Unp+1 = qUp

Le nombre réel q est appelé la raison de la suite géométrique (uy,).

Remarque : 5i g = 0 tous les termes de la suite sont nuls sauf, peut étre, ug. Nous
supposerons dans la suite que q # 0.

Propriété Soit (u,) une suite géométrique de raison q, alors :

Up, = q"ug pour tout n € N.

Preuve : Pour n = 0, on a uy = q"ug = ug. Supposons la propriété vraie pour n et
montrons qu’elle reste vraie pour n+ 1. On a par définition : U,y = qu, = q(q"ug) =
¢ tugy. Ce qui prouve que la propriété est vraie pour tout n.

Propriété Soit (u,) une suite géométrique de raison q, alors :

1— n+1
Sn:u0+u1+~-~+un:u017q si q#1S,=Mnm+1Duy si g=1.
-4
. . . 1
En particulier, si 0 < |q| <1 alors lim S, = ug
n——+00 1-— q

Preuve : Ona : S, =ug+quo+ -+ q"ug =ug(l+q+---+q") donc
par suite siq # 1 on a :

1 _ qn+1

Sp =g+ up + -+ + Uy = Ug
l—¢q

Siq=1 on a : u, =ug pour tout n et S, contient n + 1 termes.
Si 0<|q| <1 alorsq” — 0,
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Fonctions Réelles d’une Variable
Réelle

3.1 Notions de fonction

Définition  On appelle fonction numérique, toute application f définie d’une par-
tie D de IR vers IR :
f: D —R
z +— f(z)

I’ensemble D, noté Dy, est appelé domaine de définition de f.
L’ensemble Cy = {(x, f(x)), = € Dy} est appelé courbe représentative, ou graphe

, de f.

Remarque 3.1. Dans la suite, on appellera fonction toute fonction numérique d’une
variable réelle.

Exemple 36. Soient a etb deuxr nombres réels. La fonction définie sur IR par f(x) =
ax + b s’appelle une fonction affine. Elle est définie sur toute la droite réelle.

1
Exzemple 37. La fonction f(x) = — est définie sur Dy = IR\ {0} = R*.
T
Ezxemple 38. La fonction f(x) =+x? — 1 est définie sur | — oo, —1] |J[1, +o0o].

Exzemple 39. La fonction f(x) =1 — 22 est définie sur [—1,1]
Exzemple 40. La fonction f(x) = sin(z) est définie sur tout R.

~—  —
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3.1.1 Fonctions majorées, minorées, bornées

Définition Soient f: D — R et g : D — R deuz fonctions. Alors :
- f=2gsiVreD f(z)>g(x);

- f>0siVreD f(x) >0,

- f>0siVxeD f(x)>0;

— f est dite constante sur D si dJa € RVx € D f(z) =a;

— [ est dite nulle sur D siVx € D f(z) = 0.

Définition Soit f : D — R une fonction. On dit que :
— [ est majorée sur D si IM e RVx € D f(z) < M ;
— f est minorée sur D si Am € RVz € D f(x) > m;

— f est bornée sur D si f est a la fois majorée et minorée sur D, c’est-a -dire si
dM >0 VzxeD|f(z)] <M.

3.1.2 Parité et périodicité

Définition Soit f : Dy — R une fonction réelle d’une variable réelle
— f est paire si et seulement si Vv € Dy —x€ Dy et f(—z)= f(z)
~ f est impaire si et seulement si Yx € Dy —x € Dy et f(—x)=—f(x)

Remarque 3.2. — le graphe d’une fonction paire est symétrique par rapport a [’axe
des ordonnées,
— le graphe d’une fonction impaire est symétrique par rapport a [’origine.
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N/

\/ T T

Exemple
— La fonction définie sur R par x — x® est paire.
— La fonction définie sur R par x — 2% est impaire.

Définition Soit f : Dy — R une fonction réelle d’une variable réelle, on dit
que f est périodique de période T > 0 si et seulement si

—i) V.TEDf SL’+TEDf
- 1) Vx e Dy flz+T) = f(z)

T est le plus petit réel strictement positif qui vérifie i7)

Remarque 3.3. Le graphe d’une fonction périodique de période T est invariant par
la translation de vecteur T
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3.2 Opération sur les fonctions

Y SEE—_——

3.2.1 Somme et produit de deux fonctions

Définition i f et g sont deux fonctions réelle d’une variable réelle, on appelle
somme et produit de f et g les fonctions s = f+ g et p= f x g définies par :
s:R — R avec s(z) = f(z) + g(x) et p: R — R avec p(x) = f(x) X g(z).

3.2.2 Produit d’une fonction par un nombre réel

Définition S f est une fonction réelle d’une variable réelle, on appelle produit
de la fonction f par un nombre réel a la fonction g = a.f définie par : g : R — R

avec g(z) = a X f(z).

3.2.3 Composition de deux fonctions

Définition Soient [ et g deux fonctions réelles d’une variable réelle définies res-
pectivement sur partie E de R et sur une partie F' de R telles que Yo € E on
f(x) € F. On définit sur E la fonction composée de f et g, que l’on note go f par

(g0 f)(z) = g(f(x))-

Remarque 3.4. : Il faut faire attention a ['ordre dans lequel on compose car go f #
f og. Pour s’en apercevoir on considére les fonctions f et g, toutes deux définies sur
R, par f(x) = 22 et g(x) = x + 1. On a pour tout nombre réel x : (go f)(z) =22 + 1
et (fog)(z)=(x+1)% et on a évidemment go f # fog.

Remarque 3.5. : Il faut faire aussi attention aux domaines de définitions de fonction
scomposées. Pour s’en convaincre considérer les fonctions f = x? et g(x) = /T et
donner le domaine de définition de leurs composées.
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3.3 Limites

Limite en un point

Définition Soient zo € R et f une fonction définie sur un voisinage V de xg
sauf, peut-étre, en xy. On dit que f a pour limite | € R au point xy st :

Ve>0,3>0: VreVetO<|z—x <) = |f(x) 1] <e,

on écrit lim f(z) = 1.
T—T0

1
|
|
|
| |
| |
| |
| |
! !
! !
| |
| |
1 |
d
|

!

C

Remarque 3.6. — L’inégalité |v — x| < 0 équivaut a x €|xy — 0, ko + 0. L'inégalité
|f(z) =) < € équivaut o f(x) €]l — €, + €.

— On peut remplacer certaines inégalités strictes < < >par des inégalités larges < < > dans
la définition : Ye >0 39 >0 VereV |r—x<d = |f(x) =¥ <e

— Dans la définition de la limite

Ve>0 30>0 VeV |o—ag<d = |f(x)—{ <e

le quantificateur Yx € V nest la que pour étre sur que l'on puisse parler de f(x). Il
est souvent omis et ['existence de la limite s’écrit alors juste :

Ve>0 30>0 |z—x0]<d = |f(z)—/{] <e.

Exemple
~ lim x = /zo pour tout xo > 0,
T—T0

— la fonction partie entiere E n’a pas de limite aux points xy € 7.
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Y Y
O——
_
VA ‘ |
1 | 1 1
0 1 Zo x 0 1 To € 7 z

Définition
1. On dit que f(z) tend vers +00 au point xy Si :
VA>0,36>0: (ze€Vet0<|z—a <) = f(z) > A,
on écrit lim f(x) = +oo.

T—T0

2. On dit que f(z) tend vers —oo au point xy si :
VA>0,36>0: (zeVetl<|r—x9 <) = f(z) < —A4,

on écrit lim f(x) = —o0.
T—T0

Limite a droite et a gauche en un point

Définition Soit f une fonction définie sur I = [a,b], (a < b) sauf, peut-étre, aux
points a et b.
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1. On dit que f admet pour limite, | € R, a droite en a si :
Ve>0,dn>0: (zeletl<z—a<n = |f(z) -1 <e,
on écrit lim f(z)=1.
z—at
2. On dit que f admet pour limite, | € IR, a gauche en b si :
Ve>0,dn>0: (zeletl<b—az<n = |f(x)—I <e

on écrit lim f(z) = 1.
x—b~

Exemple 41. : Soit f la fonction définie par :

r—1 s z>1
f(x)—{ r+1 s x<1.

Alors lim f(z) =0 et lim f(z) =2.

z—17t z—1—

Remarque 3.7. : Pour qu’une fonction posséde une limite en un point il faut et il
suffit qu’elle posséde en ce point des limites a droite et a gauche qui sont égales.

Limite en l'infini

Définition Soit f une fonction définie sur un voisinage de l’infini.
1. On dit que f admet pour limite | € R quand x tend vers +oo si :
Ve>0,3B>0 :2>B=|f(z) -1 <e,
on écrit xgrfmf(x) =1
2. On dit que f admet pour limite | € R quand x tend vers —oo si :
Ve>0,3B>0 :x<—-B=|f(x) =] <e,
on écrit lim f(x)=1.
T——00
3. On dit que f(z) tend vers +00 quand x tend vers +oo si :

VA>0,3B>0 :2>B= f(x) > A,

on écrit lim f(x) = 4o0.
T—+00
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4. On dit que f(z) tend vers +o0o quand x tend vers —oo si :
VA>0,3B>0 :2<—-B= f(z) > A,
on écrit lim f(z) = +oo.

T—r—00

5. On dit que f(z) tend vers —oo quand x tend vers +00 si :
VA>0,3B>0 :2>B= f(z) < —A,

on écrit xl_l)Iiloof(a:) = —00.
6. On dit que f(x) tend vers —oo quand x tend vers —oo si :

VA>0,3B>0 :2<—-B= f(z) < —A,

on écrit lim f(z) = —oo.
T——00

/AN

J

Propriété Si f admet pour limite ¢, (¢ fini ou non), en xq, (xo fini ou non),
alors cette limite est unique.

Preuve : On adapte la méme preuve de 'unicité de la limite d’une suite (un raison-
nement par l’absurde)..

3.4 Propriétés des limites et opération

Dans la proposition suivante, on établit les regles générales de calcul sur les limites. On
énonce les propriétés pour un point ro de IR. Comme on le fait remarquer ci dessous
les résultats restent vrais si l’on remplace xq par l'infini et les démonstration s’adaptent
sans trop de difficultés.
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Propriété Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage de o € IR sauf
peut-étre en xg et A € R. Si f admet pour limite ¢ € R en xqg et g admet pour
limite ¢! € IR en xq alors les fonctions f+ g, \f et fg ont une limite en xq et on
a:

o lim (f+g)(x)=0+7,

o lim (Af)(@) = M.

« lim (fg)(x) = (¢

e lim L:1 si € #0.
S5 @

e Si dans un voisinage de xo on a f(x) >0, alors £ > 0.

Cette proposition se montre de maniere similaire a la proposition analogue sur les
limites de suites. Nous n’allons donc pas donner la preuve de tous les résultats.

Démonstration. Montrons par exemple que si f tend en xg vers une limite ¢ non nulle,

% est bien définie dans un voisinage de x( et tend vers %
Supposons £ > 0, le cas £ < 0 se montrerait de la méme maniere. Montrons tout d’abord

que % est bien définie et est bornée dans un voisinage de xy . Par hypothese

alors

Ve >0 30>0 VeeV zg—d<z<azg+d = (—€ < f(z)<l+¢€.

Si on choisit € tel que 0 < € < £/2, alors on voit qu’il existe un intervalle J =
VN |xg — d, 20 + 0] tel que pour tout x dans J, f(z) > £/2 > 0, c’est-a -dire, en posant
M=1/2:
1
Veed 0<——<M.
f(z)

Fixons a présent € > 0. Pour tout z € J, on a

Loyt M,
51 e <

Donc, si dans la définition précédente de la limite de f en x( on choisit ¢ = 77, alors
on trouve qu’il existe un d > 0 tel que

1 1 M M
VeedJ zp—d<r<m9+0 = ‘———)<—f—f(x)|<7€’:e.

flx) ] ¢

Remarque 3.8. : Les résultats relatifs aux opérations sur les limites en xqo s’ap-
pliqguent en particulier lorsqu’il s’agit de limites a droite en xg, a gauche en xg, quand
x tend vers 400 ou quand x tend vers —oo.
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Les autres résultats sont donnés dans les tableaur suivants :
Au point xg ou a droite en xy ou a gauche en xg ou lorsque x tend vers +oo ou lorsque
x tend vers —oo. On a :

1
limite de f : limite de g : limite de f + g :
¢ 400 +00
12 —00 —00
+00 +00 +00
—00 —00 —00
+00 —00 on ne peut conclure
17
limite de |f| : limite de |g| : limite de |fg| :
(#£0 —+00 —+00
0 —+00 on me peut conclure
+00 +00 +00
111
limite de |f]| : limite de |g| : g a pour limite :
C#0 0 (voir remarque 1.3.2 +00
0 0 on ne peut conclure
/¢ 400 0
+00 ¢ (voir remarque 1.3.2) +00
+00 +0o0 on ne peut conclure

Remarque 3.9. : Dans le tableau I11, ligne 1 et ligne 4 quand la limite de g est
nulle, on suppose g(x) # 0 dans un voisinage V de xo sauf peut-étre en xq, afin que =

soit définie sur V sauf peut-étre en xy.

Remarque 3.10. : Les propriélés que nous venons d’énoncer ne permettent pas de
calculer toutes les limites. Par exemple il n’y a pas d”énoncé pour le produit d’une
fonction qui tend vers 0 par une fonction qui tend vers l'infini : Suivant les cas, le
résultat peut d’ailleurs étre 0 ou linfini ou une limite finie ou nulle, ou bien il n’y
a pas de limite; on dit que 0 X oo est une forme indéterminée. Les autres formes
indéterminés qu’on peut rencontrer sont :
+00 — o0, 0.00, f, 9, o, 0°, 1.

oo 0
Pour voir si de telles formes ont des limites et éventuellement calculer ces limites,
il suffit parfois de transformer convenablement l’expression pour que les théorémes
précédents puissent s appliquer : ¢’est le cas par exemple pour les fractions rationnelles.
Nous verrons plus tard les méthodes qui permettent de franchir 'obstacle des formes
indéterminées; en particulier, la régle de de ’Hospital, les fonctions équivalentes et la
technique plus sure des développements limités.
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Fxercice 1. Calculer lorsqu’elles existent, les limites suivantes :

xtan(z) + 2|x|sinx

e
b) lim 22 + 2|z cos
T——00 €T

corrigé

. . . sinz .
a) Puisque lim tanz = 0, lim =1letlim|z|=0o0na
x—0 z—0 z—0
. xtan(x) + 2|x|sinx ) . sinx
lim (z) + 2] = lim tanz + 2 lim |z| lim = 0.
z—0 x z—0 x—0 z—0 2

b) Puisque x + 2% cost < x — 2 qui a limite —oo lorsque x — —o0,

. 2?4 2|z|cosx
lim ———M—— = —

T——00 x

3.5 Fonctions continues

3.5.1 continuité en un point.

Définition Soit f une fonction définie sur un voisinage V de xo € R. On dit que
f est continue en xqg st [ admet une limite finie en xy et cette limite est égale a

f(xo) -
lim f(z) = f(zo).

T—x0

c-a-d

Ve>0 30>0 VeV |z—a9 <d = |f(x)— fzo)] <€

Exemple 42. La fonction f(z) = 2™, n € N est continue sur R.
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Intuitivement, une fonction est continue sur un intervalle, si on peut tracer son graphe
ji sans lever le crayon s4, c’est-a -dire si elle n’a pas de saut.

Voici des fonctions qui ne sont pas continues en xq :

N

[
[
\

- - — —

Définition Soit f une fonction définie sur [a,b], (a <b ).

e On dit que f est continue a droite en a si : lim+ f(x) = f(a).
Tr—a

e On dit que f est continue a gauche en b si : hril f(z) = f(b).
T—0"

Exemple 43. La fonction f définie par :

r—1 st z>1

f(:z:):{ 2x stox <1,

est continue a droite en 1 mais n’est pas continue a gauche en 1

Remarque 3.11. Pour qu’une fonction f soit continue en un point il faut et il suffit
qu’elle soit continue a droite et a gauche en ce point.

Remarque 3.12. Une fonction non continue en un point est dite discontinue en
ce point. Il faut noter que, pour attribuer le qualificatif de discontinue au point a, il
faut d’abord s’assurer qu’elle est bien définie en a, de plus, il faut s’assurer, que quand
x € I —a tend vers a, ou bien que glglg,ll f(z) n’existe pas ou bien que cette limite existe

mais ne vaut pas f(a).
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3.5.2 Prolongement par continuité.

Soit f une fonction définie sur Dy. Si xg ¢ Dy et lim f(z) =1 € R, on définit la

T—T0
fonction g par :

g(x)=f(z) si xze€ Dy
g9(xo) = 1.

La fonction g est continue en o et coincide avec f sur Dy. On dit que g est le prolon-

gement par continuité de f en xg.

Exemple 44. Soit f la fonction définie sur Dy = R\ {1} par

202 —xr —1

r—1

fx) =

En remarquant que 2x®—x—1 = (z—1)(2x+1), on peut écrire pourx # 1, f(x) = 2x+1.
Donc lilr% f(z) =3.

T—r
La fonction g : x — 2z + 1 définie sur IR est continue en xqg = 1 et coincide avec f
sur Dy. Donc g est le prolongement par continuité de f en xo = 1.

sin(x)

Exemple 45. La fonction f(z) =

1 quand z tend vers 0, posons

oy [ 5 #

- 1 si x =0,

est définie sur R*. Comme f(x) tend vers

g est le prolongement par continuité de f en 0.

Remarque 3.13. Si g(0) # 0, g est un prolongement non continu. La proposition
sur la limite d’une somme, d’un produit et d’un inverse de fonctions permet d’énoncer

Propriété Soient f, g deux fonctions continues en un point xo et A € R. Alors
les fonctions f + g, A\f et fg sont continues en xy.

Si de plus g(xo) # 0 alors / est continue en .
g

Propriété Si f est définie sur un voisinage V de x( et continue en xzy et si g
est définie sur un voisinage VW de yo = f(xo) et continue en yo, alors la fonction
composée g o f est continue en xg.

3.5.3 Suites et continuité
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Propriété Soit f : [ — R une fonction et xy un point de I. Alors :

pour toute suite (u,) qui converge vers g

f est continue en o la suite (f(uy)) converge vers f(xo)

Démonstration. =—> On suppose que [ est conlinue en xy et que (u,) est une suite
qui converge vers xqy et on veut montrer que (f(u,)) converge vers f(xo).
Soit € > 0. Comme f est continue en zy, il existe un § > 0 tel que

Veel |zv—x<d = |f(z)— f(zo)] <e
Pour ce §, comme (u,,) converge vers x, il existe N € N tel que
VneN n>N = |u, — x| <0.

On en déduit que, pour tout n > N, comme |u,, — xo| < §, on a |f(u,) — f(xo)| <€
et donc (f(u,)) converge vers f(xg).

<= On va montrer la contraposée : supposons que f n’est pas continue en xy et mon-
trons qu’alors il existe une suite (u,) qui converge vers xo et telle que (f(uy)) ne
converge pas vers f(xo).
Par hypothese, comme f n’est pas continue en z :

dep >0 Vo >0 dxsel tel que |zs—xo| <6et|f(xs)— f(zo)| > €.

On construit la suite (u,) de la facon suivante : pour tout n € N*, on choisit dans
I’assertion précédente d = 1/n et on obtient qu'il existe u, (qui est x1/,) tel que

|un—:p0|<% et | f(un) — f(zo)| > €o-

La suite (u,) converge vers xq alors que la suite (f(u,)) ne peut pas converger vers

f (o).

3.6 Fonctions continues sur un intervalle

Rappelons qu’une partie I de R est appelée intervalle si pour tous x et y dans I,
Uintervalle [z,y], (x <y), est inclus dans I.
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Définition Une fonction définie sur un intervalle I est dite continue sur I, si
elle est continue en tout point de I.

Propriété Soit X une partie non vide et majorée de R. Soit ¢ sa borne supérieure.
Alors il existe une suite (x,) d’éléments de X qui converge vers c.

Démonstration. Comme c est la borne supérieure de X, il est le plus petit des majorants
de X :
Ve>0, dzeX|c—e<z<e

En particulier,
1
VneN, dz,eX|c——<z,<c
n

On en déduit (théoreme des gendarmes) que la suite (x,,) converge vers c. [J La preuve
dans le cas de la borne inférieure est analogue.

Remarque 3.14. si ¢ = +oo alors aucun entier n’est un majorant de X. Soit, pour

tout entier naturel n,x, € X tel que x, > n. Il est clair que lim x, = 400.
n—oo

Théoreme (Théoréme des valeurs intermédiaires T.V.1.) : Soienta,b €
I tels que a < b, et \ un réel compris entre f(a) et f(b). Alors il existe ¢ € [a, b]
tel que f(c) = A.
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Démonstration. Si f(a) = f(b), alors on a nécessairement A = f(a) = f(b), et il suffit
de choisir par exemple ¢ = a pour conclure. On peut donc supposer dans la suite que
f(a) < f(b) (quitte a choisir g = —f si jamais f(a) > f(b)). Notons

X ={z € [a,b] | f(z) <A}

Cet ensemble X est non vide : en effet, d’apres notre petite hypothese, f(a) < A, donc
ac X.

Cet ensemble X est magjoré par b : c’est clair, puisque X est inclus dans [a, b].

Cet ensemble X admet donc une borne supérieure ¢ € |a, b].

Montrons que f(c) < A : Comme ¢ = sup X, il existe une suite z,, d’éléments de X
qui converge vers c. Mais puisque les x,, sont dans X, ils vérifient I'inégalité f(z,) < A.
Et enfin, puisque f est continue en c, le passage a la limite dans cette inégalité donne
le résultat recherché : f(c) < A.

Montrons que f(c) > A : Notons déja que si ¢ = b, alors f(c) = f(b) > A, et la
démonstration s’acheve. Supposons alors que ¢ < b. Puisque ¢ =sup X, on a

Vo €lebl,z & X (cest-a-dire f(z) > \).

Soit alors (y,,) une suite d’éléments de |c, b] qui converge vers ¢ (existe d’apres le lemme 1
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qu’on peut tres facilement adapter a la borne inférieure). On a donc f(y,) > A. Comme
précédemment, la continuité de f au point ¢ nous permet de passer cette inégalité a la
limite afin d’obtenir f(c) > .

Conclusion : On arrive donc a f(c) = A, ce qui achéve cette démonstration.

Corollaire : Si f: I — R est une fonction continue, alors f(I) est un inter-
valle.

)

Démonstration. Soient y; et yo dans f(I) tels que y; < yo. Il s’agit de montrer que
tout élément A\ de [y1,ys] est élément de f(I) (par définition d’un intervalle). Comme
y1,Y2 € f(I), 1l existe a et b tels que f(a) = y; et f(b) = y2. Puisque [ est un intervalle,
on a [a,b] C I. 1l s’en suit que f continue sur [a,b] (en effet, [a,b] C I et f est continue
par hypothese sur I) implique que

VAE[yby?]a E'CG[CL,b]|f(C):)\,
en utilisant le T.V.I. On en déduit directement que A € f([), d’ou le résultat.

1. L’hypothése f est une fonction continue est suffisante, mais pas nécessaire :
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3+ —

} pas d’antécédent !

2 T 2
1+ 1
0 % % % % % % % 0
2 3 4 5 6 7 o. 1 2
Condition suffisante. . . ...mais pas nécessaire !

Dans le premier cas, la fonction f définie sur [0,7] n’est pas continue, et on voit
clairement que f(I) n’est pas un intervalle.

Dans le second cas, la fonction g est définie par :

g :[0,2] — 10,2]

N 2—x stx<l
r—1 s11<zx

Cette fonction n’est pas continue mais f([0,2]) = [0, 2] est bien un intervalle.

2. Ce théoreme ne fonctionne pas non plus si I n’est pas un intervalle. En effet,
la fonction f définie sur [—1,0] U [1,2] par f(x) = x est bien continue, mais
f(I)=1[-1,0] U[L,2] n'est pas un intervalle.

3. Le T.V.I. donne un antécédent de \, mais il n’est pas fornément unique. En effet,

si f est la fonction définie sur [—2,2] par f(x) = 2 — 22, alors on sait que 1 a
deuz antécédents : —1 et 1.

Voici les graphiques correspondant auzr exemple des points 2 et 3 :

1%

DN +

94

I doit étre un intervalle! Deux antécédents
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Propriété Soit f une fonction continue sur I = [a,b]. Si f(a).f(b) < 0 alors, il
existe ¢ €la, b| tel que f(c) = 0.

FO) > 0|-ommmmmo e

Démonstration D’aprés le corollaire f(I) est un intervalle. Si de plus f(a).f(b) <0
alors 0 € f(I) par suite il existe ¢ € I tel que f(c) = 0.

Exemple 46. Tout polynome de degré impair possede au moins une racine réelle.

Remarque 3.15.

1. On peut exprimer le théoréme des valeurs intermédiaires sous la forme plus
condensée suivante : 'image d’un intervalle par une application continue (da va-
leurs réelles) est un intervalle.

2. Sotent I un intervalle de R et f : I — R une application continue. On peut se
demander si le type de I (c’eat a dire : I est fermé, borné, semi-ouvert: - - )est
conservé par f, c’est a dire si f(I) est du méme type que I. Nous verrons plus
loin que que lorsque I est un segment alors f(I) lest aussi. Mais les autres types
d’intervalles ne sont en général pas conservé. Par exemple il est facile de vérifier

% est définie sur I = R et que f(I) =] — 1,1].
x

(Tracer le graphe de la fonction f.) Dans cet exemple I n’est pas borné et f(I)
est borné. Un autre exemple est celur de la fonction f définie sur R par

que la fonction f(x) =

-1 s r < —1
fle)=9 o s —1<z<1
1 s rz>1

Il est facile aussi de voir que f(I) = [—1,1]. Dans cet exemple I est un ouvert et
f(I) nest pas ouvert.

Théoreme du point fixe Si f est une fonction continue de [a, b] vers [a,b], alors
il existe xo € [a,b] tel que f(x¢) = xo. Le point xy est appelé point fixe de f.

FS de Meknes 45 M.RHOUDAF



M.RHOUDAF Analyse 1

Démonstration Considérons la fonction g(x) = f(x)—x. Cette fonction est continue
sur [a,b], de plus g(a) > 0 car f(a) € [a,b] et g(b) < 0 car f(b) € [a,b]. La fonction
g étant continue sur [a,b] et vérifie g(a)g(b) < 0, il résulte de la conséquence (2.3.2)
qu’il existe xo € [a,b] tel que g(xo) =0, donc f(xg) = zo.

Théoreme Toute fonction continue f : [a,b] — R est bornée et atteint ses
bornes, c’est-a-dire qu’ils existent xo et xy dans |a,b] tels que

m = f(zo) = min f(r), M = f(r,) = max f(z) et f([a,b]) = [m, M].

z€[a,b] z€a,b]

Démonstration. Montrons d’abord que f est bornée : Supposons le contraire.
Alors
VneN, Ju,€la,b]]| f(u,) =n.

Mais on peut extraire (grace au théoreme de Bolzano-Weierstrass) une sous-suite () )
qui converge vers un réel A € [a,b]. Puisque f est continue, on a lim f(ugm)) = f(A), ce
qui est une contradiction : en effet, puisque ¢ est par définition strictement croissante,
on a que

f(ugmy) = d(n) = n,

qui tend, lui, vers +oo.

Montrons ensuite que f atteint ses bornes : Soit M = sup,(,y f(z). Alors,
d’apres la propriété précédente,

VneN, 3Jzx,€lab| limz, =M.

n—oo

Cependant, on peut extraire de (z,) une sous-suite (z4@,)) qui converge vers un réel
x1 € [a,b] (car [a,b] est fermé). donc, la limite de f(xyn)) est f(x1). On en déduit que
Un raisonnement analogue permet de montrer que la borne inférieure est aussi atteinte.

u

3.7 Fonctions réciproques

3.7.1 Rappels : injection, surjection, bijection

Définition Soit f : E — F une fonction, avec E et F sont des parties de R.
— [ est injective siVr,x' € B f(x) = f(2') = z=2a';
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— [ est surjective siVy € F Jx € E y= f(z);
— f est bijective si f est a la fois injective et surjective,
c’est-a -dire siVy € F Az € £ y= f(x).

Propriété Si f : E — F est une fonction bijective alors il existe une unique
application g : F — FE telle que go f = idg et fog = idr La fonction g est la
bijection réciproque de f et se note f~1.

Remarque 3.16. Dans un repére orthonormé les graphes des fonctions f et f=! sont
symétriques par rapport a la premiere bissectrice.

;y

/ T

Définition Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R.

1. f est dite croissante sur I siVr,y € I :x <y = f(z) < f(y).
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2. f est dite décroissante sur I siVz,y € I :x <y = f(x) > f(y).

Remarque 3.17. Sixy, v1 € I avec xg # x1, on pose

1) = f(zo)

Tf(xlvxo) = 71 — 2o

appelé le taux d’accroissement de f entre xy et xq. Il est aisé de vérifier que f est
croissante sur I si Ty(x1,29) > 0, pour tout xo, x1 € I, et qu’elle est décroissante sur
I si Ty(x1,20) <0, pour tout xg, 1 € 1.

Remarque 3.18. Une fonction est dite monotone si elle est croissante ou décroissante.

Remarque 3.19. : Si on remplace, dans cette définition, les inéqgalités larges par les
inégalitée strictes, on dira que f est strictement croissante ou strictement décroissante.
De méme on dit que f est strictement monotone si elle est strictement croissante ou
strictement décroissante.

Remarque 3.20. Si on désigne par D la droite passant par les points My(xo, f(x0))
et My(xq, f(z1)) alors le rapport T¢(x1,x0) est €gale au coefficient directeur (ou encore
pente) de la droite D. Rappelons la proposition suivante concernant la composée de
deux fonctions monotones : la fonction f définie sur E partie de R a valeurs dans F
une partie de R, et la fonction g définie sur F' et a valeurs dans G une autre partie de

R

Propriété La composée de deux fonctions monotones est une fonctions mono-
tone. Plus précisement la composée de deux fonctions ayant le méme sens de va-
riation est une fonction croissante ; la composée de deux fonctions ayant un sens
de variation différent est une fonction décroissante.

Démonstration Soient x1 et x5 deux éléments quelconques de E tels que x1 < xs.
premier cas : les deux fonctions f et g sont croissantes. Comme f est croissante sur
E on a f(z1) < f(xg) et puisque g est croissante sur F' on en déduit que g(f(x1)) <
g(f(x2)) soit encore (go f)(x1) < go f)(xs). On en déduit que la fonction (go f) est
croissante sur F.

deuzxieme cas : f est croissante sur E et g est décroissantes sur F. Comme [ est
croissante sur E on a f(x1) < f(x2) et puisque g est décroissante sur F on en déduit
que g(f(x1)) > g(f(x2)), soit encore (go f)(x1) > go f)(xs). On en déduit que la
fonction (g o f) est décroissante sur E. Pour terminer la preuve il reste a étudier le
cas ou les deux fonctions sont décroissantes et le cas ou f est décroissante et g est
croissante. Ce mini travail est laissé aux étudiants.
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3.8 Propriétés des fonctions monotones sur un
intervalle

Théoreme Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de R. Si f
est strictement monotone sur I, alors f est injective sur I.

Démonstration. montrons que f est injective : soient x # y, alors par exemple x < y
et si f est croissante, alors f(z) < f(y) d’ou d’ou f(x) # f(y) donc f injective.
]

Théoreme de la bijection Soit f : [ — R une fonction définie sur un intervalle
I de R. Si f est continue et strictement monotone sur I, alors

1. f établit une bijection de l'intervalle I dans lintervalle image J = f(I),

2. la fonction réciproque f~' : J — I est continue et strictement monotone
sur J et elle a le méme sens de variation que f.

Démonstration. 1. D’aprés le théoreme précédent, f est injective sur I. soit J =
f(I), Comme f est continue, par le théoreme des valeurs intermédiaires, ’en-
semble J est un intervalle donc f est surjective. on obtient que f établit une
bijection de I dans J.

2. Supposons pour fixer les idées que f est strictement croissante.

a) Montrons que f~! est strictement croissante sur J. Soient y,3 € J tels
que y < 3. Notons x = f~Hy) € [ et 2/ = f71(y/) € I. Alors y = f(x),
y' = f(2') et donc

y<y = [(z) < [()
— z<a (car f est strictement croissante)

— [Ty <),

c’est-a-dire f~! est strictement croissante sur J.

b) Montrons que f~! est continue sur J. On se limite au cas ou I est de la
forme |a, b[, les autres cas se montrent de la méme maniére. Soit yo € J.
On note o = f'(yo) € I. Soit € > 0. On peut toujours supposer que
[xo — €, 20+ €] C I. On cherche un réel § > 0 tel que pour tout y € J on ait

Yo—0<y<wyo+d = [ yo) —e< fHy) < [ (wo) +e

c’est-a -dire tel que pour tout x € I on ait

Yo—0 < f(x)<yo+0 = [f(y) —e<z< [ () +e
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Or, comme f est strictement croissante, on a pour tout x € [

flzo—€) < f(z) < flro+e) = mp—€e<a<T9+¢€
— [ yo) —e<x < [ yo) +e

Comme f(zg —€) < yo < f(xo + €), on peut choisir le réel 6 > 0 tel que
flro—€) <yo—0d et flzo+e)>yo+0
et on a bien alors pour tout z € [

Yo—0 < f(z)<yo+0 = flzo—¢€) < f(z) < flwo+e€)
— [Hyo) —e<ax < [ yo) +e

La fonction f~! est donc continue sur J.

Remarque 3.21. Si f est une fonction continue et bijective sur un intervalle I alors :
Les courbes représentatives de f et de f~=! sont symétriques par rapport a la premiére
bissectrice.

3.8.1 Exemples des foctions réciproques

Fonctions trigonométriques

p 2

-
I {7’ 5] = [=1.1] est continue et strictement croissante, donc 929

T — SIn T T —— arcsin
est continue et strictement croissante.

f: [O;W] — [_171] fﬁl: [_171] — [O;ﬂ-]

est continue et strictement décroissante, donc

x —> COS X x —— arccos
est continue et strictement décroissante.
-7 - T
f: =350 —R : : : 71 R =)= 5l
279 est continue et strictement croissante, donc 279
x — tanzx r +—— arctanz

est continue et strictement croissante.

Fonctions hyperboliques et leurs réciproques

Définition : on appelle cosinus hyperbolique (resp. sinus hyperbolique, tangente
e$ _'_ e—l‘

hyperbolique) la fonction notée ch (resp. sh, th) définie sur R par : chx = 5
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T

(resp. shx = ¢

f: Ry —[1,400] 7t (1, 4o00] — R4

est continue et strictement croissante, donc

xr  +—chx x — Argchx
est continue et strictement croissante.
R =R . . . 1R R
/ est continue et strictement croissante, donc / -
xr +—— shx xr +—— Argshx

est continue et strictement croissante.

) . “1. 71_1.
fo R ==L est continue et strictement croissante, donc Fo = - R
x +—thx x — Argthx

est continue et strictement croissante.
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Dérivabilité des fonctions d’'une
variable réelle.

4.1 Dérivée d’une fonction

Définition Soit f une fonction définie sur un voisinage I de xo € R. On dit que
f est dérivable en xq si :

o F@) = £@0)

T—T0 T — X

=aeR

Le nombre réel (unique) o est appelé dérivée de f en xq et noté f'(zg).
St f est dérivable en tout point de I on dit qu’elle est dérivable sur I.

Exzemple 47. La fonction f(x) = /x est dérivable sur I =|0,4o00[. En effet; soit
X9 €1, sixF#x, Ona:

— 1 1 1
VI VT , et f'(rg) = lim = .
T — X VT + z—=z0 /T + /Ty 24/,

Exzemple 48. Soit n € N, la fonction f(x) = x", est dérivable sur R, en effet; soit
xo € R, pour x # xy, on a :

" — xp
0 — (xn—l+___+xn—m—1x70n+‘”+xg—1)’

T — Xo

23
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donc :

f'(wo) = lm (2" oo b = g

Remarque 4.1.

1. Si on pose h = x — xq alors la dériabilité de f en xo équivaut a

/(o) = lim f(wo+h) — f(fb’o).

h—0 h

2. Pour x # xo, posons
_ f(@) = f(x0)

Tr — X

— (o).

Alors la dérivabilité de [ en x¢ équivaut a

(%) f(x) = f(zo) + f'(xo)(x — x0) + (x — x0)e(x), et lim e(x) = 0.

T—IQ
Si on pose x — xg = h et e1(h) = e(xg + h), la relation (x) s’écrit

(%) flwo+h) = flao) = ['(wo)h + her(R), et limei(h) =0,

Donc si f'(xg) # 0, le nombre f'(x¢)h est une valeur approchée de f(xy+ h) —
f(xq) et on peut écrire f(xg+ h) — f(xg) =~ f'(xo)h pour h < assez petit >.

4.1.1 Interprétation géométrique

Soient Moy(zo, f(z0)) , M(xo + h, f(xo+ h)), h # 0, deuz points de Cy et D la droite
passant par My et M, voir Fig.1.

f(ﬂ?o + h)
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Désignons par y = ax + b I’équation de la droite D. Comme M € D et My € D on a :
f(xg) = axg+b et f(xg+ h) =alxg+ h) +b. En faisant la différence on obtient :

_ Flaoth) — f(x)
) Jlw)

Fizons xq et faisant varier h, on notera alors a par a(h). Ainsi y = a(h)x + b et
b= f(xg) —a(h)xg donc : y = a(h)(x — xo) + f(xg). En outre, si h tend vers 0, alors
M tend vers My et la droite D tend vers une position limite T ; qui est par définition
la tangente en My a Cy, voir Fig.1. Pour trouver l’équation de la tangente T' il suffit
de calculer flzli% a(h).Or

lim a(h) = lim f(o + hf)L = J{@o) = f'(z0).

h—0 h—0

On obtient alors, l’équation de la tangente T :

y = f'(z0)(x — m0) + f(0).

Propriété Si f est dérivable en xy, alors f est continue en x.

Démonstration D’apres la relation (%), on a lim f(x) = f(x¢) ce qui prouve que f

T—T0
est continue en xg.
Remarque 4.2. La réciproque est fausse.
Ezxzemple 49. f(x) =| x| sur] —1,1[ f est continue en 0, mais n’est pas dérivable

au point 0.

Définition Soit f une fonction définie sur un voisinage d’un point .
o On dit que [ est dérivable a droite en xq si :

(=) = f(=o)

lim =leR
x—)a:a' T — 'TO
e On dit que f est dérivable a gauche en xy si :
i M — 1! ecR.
T—T) T — X

Les nombres | et I' notés respectivement fy(wo) et fi(wo) sont appelés dérivée a
droite et a gauche de f en xy.
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Exemple 50. La fonction f(x) = |z| est dérivable a droite et a gauche en 0 mais
n’est pas dérivable en 0. En effet, si x # 0, le rapport @
x

—1 six <0 donc f3(0) =1 et f,(0) = —1.

est égal a 1 st x >0 et a

y = |zl

Propriété Une fonction f est dérivable en xq si et seulement si elle est dérivable
a droite et a gauche en xq et fy(xo) = fi (o).

Remarque 4.3. : Soit f une fonction dérivable sur un voisinage V de xo € IR.
Considérons application notée f' définie de )V vers IR par

Yy — R
z — f(x),

cette nouvelle fonction s’appelle la fonction dérivée de f. On notera bien la distinc-
tion entre la dérivée de f en xqg qui est un nombre, et la fonction dérivée.

4.1.2 Opérations sur les fonctions dérivables

La proposition sur la limite d’une somme, d’un produit puis d’un quotient de fonctons
permet d’énoncer :

Propriété Soient f, g deuz fonctions définies sur un voisinage d’un point xo € R
et A\ € R. St f et g sont dérivables en xqy. Alors :
1. f 4+ g est dérivable en xq et

(f +9)(x0) = f'(20) + 9'(20)

2. \f est dérivable en x( et
(Af) (z0) = Af' (o)

3. fg est dérivable en x( et

(f9)'(zo) = f(20)g'(z0) + g(x0) [ (20)
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/.
(2) (o) = — 24 (si gla) #0),

5. 81 g(zo) # 0, alors / est dérivable en xy et
9

i , ) — 9(@o) f'(wo) — f(20)g'(w0)
(5) OEDE

(f+9)@) = (f+9)x0) _fx) = flx) , g(x) = g(xo)

Démonstration. 1. =

r — Xy r — Xy r — 2o
=/f"(z0) + g'(wo)

2. trivial

3. soit kg € [. Vo € I —{xp}, (fg)(z) = (fg)(wo)

r — 2o
f(z) = f(@o) g9(z) — g(xo)
=—————g(x) + ————f(w)
T — Zo T — 2o
On conclut comme g continue en z, et f, g dérivable sur z; :

lim (fg)(x) = (fg)(xo) =f'(20)g(x0) + ¢'(0) f (o)

T—x0 T — T

4. soit xy € I ou g ne s’annule pas sur . Vo € I —{zo},
g(x)  g(wo)" @ — o g(x)g(x0) = —mo

or g continue sur I et g dérivable sur I, donc

11 1
i g@)  g(xo) _ o
B N A

, 1 , 1 _ 4 !y /
5. on utilise 3. et 4. on déduit que (i) =(f-)=f.—-+1F. g _f9 ng
9 9 9 g 9

4.1.3 Dérivée d’une fonction composée

Propriété Soient f une fonction définie sur un voisinage I d’un point xy € R et
g une fonction définie sur un voisinage J de f(xo). Si f est dérivable au point
et g dérivable au point f(xg). Alors la fonction composée go f est dérivable en x

et
(g0 f) (z0) = g'(f(x0))f (20)-
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Démonstration.
go o) :iooﬂxo) _ g(fﬁg :?Ei‘go» « 1) :io(%) g (F(e0) % ).

4.1.4 Dérivée d’une fonction réciproque

Soit f une fonction continue strictement monotone sur un intervalle I. Soit g la fonc-
tion réciproque, définie dans un intervalle J.

Théoréme 4.1. Si f est dérivable en xy, et si f'(xq) # 0,alors g est dérivable au point

yo = f(xg) et l'on a :
1

f'(@o)
Démonstration Soit y # yo un point de J. Soit x = g(y) qui est distinct de xqy et
appartient a I. On a :

gw) —glye = -0 :(M)l,

T — 2o

Y —Y f(x) — flao

Quand y tend vers yo par valeurs différentes de yo, * = g(y) tend vers xy = g(yo) parce
f(z) — f(xo)

r — 2o

9 (o) = (f 1) (wo) =

que g est continue en yo. Alors tend vers f'(xo). D’ot la proposition.

flz) = f(xo)

r — XTg

Remarque 4.4. : Supposons f'(xg) = 0. Si par exemple f est croissante,

9(y) — 9(yo)
Y—"Y

1
f'(xo)

tend vers 0 par valeurs supérieures, donc tend vers +oo. Donc ¢'(yo) =

est encore valable. De méme

+00, et l'on peut considérer que la formule g'(yo) =
si f est décroissante.

Ezemple 51. Soit f(z) = Ln(x) : on a f~*(z) = e® et

1 1
fﬁlly —= 7 = — = :eyo
Sy T
Arccosinus
soit

cos| : [0, 7] = [—1,1]

est une bijection. Sa bijection réciproque est la fonction arccosinus :

arccos : [—1,1] — [0, 7]
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arccosx s

On a donc, par définition de la bijection réciproque :

cos (arccos(z)) =z Va € [-1,1]
arccos (cos(z)) =z Va € [0,7]

Autrement dit : Si  x € [0, 7] cos(x) =y <= x = arccosy
Terminons avec la dérivée de arccos :
, —1
arccos' (1) = —— Vo el —1,1]

V1—2a?

Démonstration. On a cos(arccosz) = x que 'on dérive :

cos(arccosx) = x

= — arccos’(z) x sin(arccosz) = 1
—1
= arccos' (1) = ————
sin(arccos )
—1
— arccos'(x) = (%)
/1 — cos?(arccos z)

—1

V1—a?

— arccos'(x) =

or cos? y+sin?y = 1, en substituant y = arccos = on obtient cos?(arccos :L’)—i-sinQ(arccos T) =
1 donc 22 + sin?(arccos ¥) = 1. On en déduit : sin(arccos z) = ++/1 — 22 (avec le signe

+ car arccosz € [0, 7).
]

Arcsinus

soit J—
in : |—.+—| — [—1,1
sing : [+ 2, 4+2] = [-1,1]
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est une bijection. Sa bijection réciproque est la fonction arcsinus :

T T
in: |-1,1] - |[—=,+=
aresin: [1,1] = [2 +7]
)
_arcsinz
S 777777[/7‘7—1—71777}1111 7777777777777 | T
| 0 1
N : i
AN 0 £ ”\
,,,,,,,,,,,,,,,, _, 1,,,,,L,,,,,,,,,,,,,
sin (arcsin(z)) =z Va € [-1,1]
arcsin (sin(z)) =z Vo € [-3,47]
_ T T ) .
Si xe [—5, +§] sin(z) =y <= x = arcsiny
arcsin’(x) = ! Vo el —1,1]
V1 — a2 ’
Arctangente
La restriction -
tan; ;] — —, +=[—> R
est une bigection. Sa bijection réciproque est la fonction arctangente :
T T
tan : R —| — —, +—
arctan ] 5 + 5 [
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Yy, tanz

|

B
R (D e

B
S

w

vo[§
S S e

e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e = -

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

tan (arctan(w) =z VreR
arctan (tan(az) =z Vrg]— T +%[

Si xe]—g,+g[ tan(z) =y <= x = arctany

1
arctan’(x) = T Ve e R
T

4.2 Dérivées successives

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I. Si la fonction dérivée [ :
x +— f'(z) est elle-méme dérivable sur I, elle admet une fonction dérivée définie sur
I qui s’appelle la fonction dérivée seconde de f (ou la fonction dérivée d’ordre
2 de f et qu'on note f" ou f@). On dit que f est dérivable deux fois sur I. D’une
maniére générale, pour n € N*, si f est dérivable n fois sur I, on définit la dérivée
d’ordre n de f, notée f™ par : f0) = (fDY et fO = f,
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4.3 Fonction de classe C?

Définition Soit I un intervalle ouvert et soit f : I — R une fonction. Si f est
dérivable et si la fonction f' est continue sur I, on dit que f est de classe C' sur

1.

Soit f : I — R une fonction de classe C et soit a un élément de I. Puisque la fonction
[’ est continue, la proposition (voir chapitre primitive) affirme que l'on a

f(z) = f(a) + /f'(t)dt quel que soit  x € 1.

Cette égalité exprime les valeurs de f(x) au moyen de a et d’une intégrale de la fonction
dérivée f'.

Définition Soit f : [ — R une fonction, ou I est un intervalle ouvert et soit p
un entier supérieur ou égal a 1. Si les dérivées f', f7,---, f®) existent et si f®)
est continue sur I, on dit que f est de classe CP sur I. On dit que f est de classe
C> sur I si toutes les dérivées ) existent et sont continues sur I.

Remarque 4.5. Si f est de classe C*°, alors f est évidemment de classe CP pour tout
p et toutes les dérivées f™ sont aussi de classe C*.

Exemple 52. : Pour tout nombre réel a, la fonction x — x® est de classe C*° sur
Uintervalle 10, ool.

Exemple 53. :La fonction exponentielle est de classe C* sur R.

Exemple 54. Les fonctions sinus et cosinus sont de classe C*° sur R. et l'on a :

T T

sin® (z) = sin(x + pg) et cos®P(z) = cos(x +p§).
Le calcul des premiéres dérivées d’une fonction ne réclame que de [’attention et du
temps. Mais sauf pour quelques fonctions usuelles, il n’est pas possible en général de
trouver une formule explicite pour la dérivée p—ieme. Voici des moyens d’affirmer
q’une fonction est de classe CP :

Propriété : Si f et g sont des fonctions de classe CP, il en va de méme de la
somme f + g, du produit fg et (sil existe) de la composée f o g.
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Démonstration L affirmation pour la somme est évidente. Pour le produit, le résultat
s’obtient en écrivant la formule de Leibniz (voir ci aprés) qui exprime la dérivée p-éme
de la fonction produit fg au moyen des dérivées successives de [ et de g. Pour la
composée, on Taisonne par récurrence.

Formule de Leibnitz. Si f et g sont deux fonctions n fois dérivables en xq, alors :

n

(f9)™ (x0) = Zcﬁf(n_p) (20)g® (o).

p=0

Démonstration Ce résultat se démontre par récurrence. Le résultat est vrai pour
n =1 : en appliquant la régle de dérivation d’un produit, on a bien (fg) = f'g+ fq'.
Supposons la relation vraie pour (fg)" ™V, soit

(f) V= fO g+ Cuy fUPg 4 O g Ot f g,
et montrons qu’elle est vraie pour fg)™. En dérivant la relation précédente, on obtient
(£9) = FWg + (Chy + 1) fOD 4 o4 (Chy + O g

T+ CIN g+ Cm g™
La formule de Leibniz s’en déduit en remarquant que C'"{ + C!'"} = CP.
Ezxzemple 55. Calculons la dérivée d’ordre n de la fonction : h(z) = xe®.
Posons : f(x) = e et g(x) = z. On a : fP(x) = €* pour tout p , g'(x) = 1 et
g®)(z) =0 pour p > 1. Donc :

W (@) = (f9)™(2) = [ (2)g(x) + Cof "D (2)gW(2) = (z +n)e.

4.4 Extremums

Définition Soit f une fonction définie sur I =|a,b]. On dit que f posseéde un
mazximum. (resp. un minimum) local (ou relatif) en un point xo € I s’il existe un
voisinage, V(xo) C I, de xq tel que f(xo) > f(x), (resp. f(x) > f(xo) ) pour tout
x € V(xp).

Remarque 4.6. Un mazximum ou un minimum est appelé extremum.
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Propriété Soit f une fonction dérivable sur I =|a,b[. Si f admet un extremum
local en un point xo € I alors f'(xy) = 0.

Démonstration Pour simplifier supposons qu’il s’agit d’un maximum (la démonstration
est la méme si c’est un minimum). Soit V(xo) C I tel que f(xo) > f(x) pour tout

x € V(xg). Si x > x, Jl@) = Jzo) < 0, par passage a la limite, on a : fi(xq) < 0.
r — XTg
St x < x, M > 0, par passage a la limite, on a : fi(xg) > 0. Comme f est
r — Ig

dérivable en xq on a : fi(xo) = fi(wo) = f'(w0) = 0.

Remarque 4.7. La réciproque de cette derniere proposition n’est pas toujours vraie.
En effet; c’est l'exzemple de la fonction f(z) = 23, f'(0) = 0 mais n’admet pas d’extre-
mum en 0.

Remarque 4.8. Sila dérivée [’ s’annule en xy en changeant de signe alors [ admet
un extremum en xg.

Remarque 4.9. Si f est définie sur [a,b], alors les extrémums sont a chercher
parmi :

1. Les bornes a et b.

2. Les points ou la fonction n’est pas dérivable.

3. Les points ou " = 0.

Ezemple 56. f(z) = 2% sur [—1,1], le mazimum vaut 1 et le minimum est égal a
—1.

Exemple 57. : f(x) =| x| sur [-1,1], le mazimum c’est 1 et 0 est le minimum; f
n’est pas dérivable en 0. Nous employons en général deur méthodes pour déterminer
les extrémums d’une fonction, dont nous allons rappeler les grands lignes dans les sous
sections sutvantes.

4.4.1 Méthode de la dérivée seconde

1. Résoudre I’équation f'(x) = 0.

[ admet un mazimum sif” (a) < 0.

. oy
2. Pour une valeur critique f'(a) =0 { Fadmet un minimum sif” (a) > 0.

Remarque 4.10. La méthode ne marche plus si f”(x) = 0 ou devient infinie.

Exemple 58. Déterminer les extrémums de f(x) = x(1 — z)? sur [-1,3].
Ona: f'(r)=01—-2)(1—-3z), et f"(x) =—4+ 6z. Donc f'(x) s’annule aux points

r=1ouz =3 f7(1)>0,1 est un minimum. f7(3) <0, 3 est un mazimum.
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Théoréme de Rolle Soit f : [a,b] — R telle que
— [ est continue sur [a,b],

— [ est dérivable sur |a,b],

- fla) = f(b).

Alors il existe ¢ €]a, b| tel que f'(c) = 0.

Démonstration. Tout d’abord, si f est constante sur [a, b] alors n’importe quel ¢ €]a, b]
convient. Sinon il existe xy € [a,b] tel que f(xg) # f(a). Supposons par exemple
f(zo) > f(a). Alors f est continue sur 'intervalle fermé et borné [a, b], donc elle admet
un maximum en un point ¢ € [a,b]. Mais f(c) > f(zo) > f(a) donc ¢ # a. De mA®me
comme f(a) = f(b) alors ¢ # b. Ainsi ¢ €]a, b[. En ¢, f est donc dérivable et admet un
maximum (local) donc f'(¢) = 0.

u

Remarques 4.1. }

1. Le théoréme de Rolle est faux si f n'est pas dérivable sur tout intervalle |a, b.
En effet : la fonction f(z) = |x| est dérivable sur I =| — 1,1[ sauf en 0, mais il
n’existe pas de point ¢ € I tel que f'(c) = 0.

2. Si la fonction n’est pas continue dans l’intervalle fermé, le théoréme peut étre en
défaut. Par exemple, soit f la fonction définie comme suit

Ly b ara=rm) =0

a—xr b—2x

x €la,b[& f(z) =

Cette fonction est définie dans [a,b], mais n’y est pas continue. Elle est continue
seulement dans l'intervalle ouvert |a,b| et elle y aussi dérivable

1 1

F@) == T oo

Celte dérivée est strictement positive et ne s’annule pas dans |a,bl. Le théoréme
de Rolle ne s’annule pas.
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Théoréme des accroissements finis Si f est une fonction continue sur [a,b],
dérivable sur ]a,b], alors il existe ¢ €la,b| tel que :

f(b) = f(a) = (b—a)f'(c).

Démonstration Considérons la fonction

g est continue sur [a,b], dérivable sur]a,b], et vérifie g(b) = g(a) =0 donc, d’aprés le
théoréme de Rolle, il eziste ¢ €]a, b[ tel que

ce qui prouve le résultat.

4.4.2 Interprétation géométrique

(a, f(a)) a B = (b, f(b)) est égale a la pente de la tangente a la courbe y = f(z) au
point M. = (c, f(c)). Le théoreme affirme donc l’ezxistence d’un point M sur la courbe
représentative Ty de f, tel que la tangente en M a Ty est paralléle a la corde AB.

On aura f'(c) = w . autrement dit, la pente de la corde AB joignant A =

~ 4

(oY

sy J

e

Corollaire  Soit f est une fonction continue sur I = [a,b], dérivable sur |a,b].

1. Si f'(x) =0 sur]a,b] alors f est constante sur |a,b)].
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2. [ est croissante sur [a,b] si et seulement si f'(x) > 0 sur |a, b[.
3. [ est décroissante sur |a,b] si et seulement si f'(x) <0 sur ]a,b].
4. Si f'(x) >0 sur]a,b|, alors f est strictement croissante sur [a,b].

5. 81 f'(z) <0 sura,b[, alors f est strictement décroissante sur [a,b].

Démonstration Soient x1 et xo deux points de I tels que : xo > xq, d’aprésle T A F
il existe ¢ €]xy, xo| tel que : f(xa) — f(x1) = (x2 — x1) f'(C).

Pour 1, f'(¢) =0 donc f(x2) = f(x1) par suite f est constante sur I.

Pour 2, f'(c¢) > 0 donc f(xe) > f(x1) par suite f est croissante sur I.
Réciproquememt, si f est croissante sur [a,b]. Soit xy € I, alors pour tout x € I

(x # x9) on a :
f@) = J)
T — Xo
par passage a la limite on obtient : f'(xg) > 0. ce qui prouve 2, la propriété 3 se
démontre de la méme maniere.

Remarques 4.2.

1. La réciproque de 4) est fausse; par exemple la fonction x — x® est strictement
croissante mais sa dérivée s’annule.

2. La réciproque de 1 est vraie.(Trivial).

3. Le point 1 est faux si I n’est pas un intervalle. Par exemple, soit f : R* — R
lapplication

1
f(z) = arctan(=) + arctanz.
T

Cette fonction est dérivable sur IR* et sa dérivée est nulle. Il ne faut pas pour
autant en conclure que f est constante sur IR*, car R* n’est pas un intervalle.
D’aprés le 1 la fonction est constante sur chacun des intervalles |0, +oo[ et | —
00, 0[. Pour calculer la constante correspondante, on choisit un nombre réel dans
chacun de ces intervalles, par exemple 1, dans le premier et —1 dans le second.

Théoreme des accroissements finis généralisé Soient f et g deux fonctions
continues sur [a,b], dérivables sur |a,b[. Supposons que ¢'(x) # 0 sur |a,b[. Alors
il existe ¢ €]a,b| tel que

A partir de ce théoréeme, on montre les regles de de I’Hospital.
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4.5 Regles de de I’ Hospital

Les regles de de I Hospital sont tres utiles pour calculer les limites qui se présentent

0 L oo
sous les formes indéterminées de type : 0 et —.

Regles de de I’ Hospital
Soient [ et g deux fonctions continues sur un intervalle [a,b], a < b, dérivables sur

la,b[. Alors nous avons les régles suivantes :

. _ _ . f(x) :
1. 8i f(a) =g(a) =0 et xllglJr 7(2) existe (finie ou non), on a

o flx) ()
xli>r(I11+ g—ZL') N a:iftlz17L g/(l‘) .

2. 8i lim f(z) = lim g(z) = +o00 et lim f'(x)

z—at z—at z—at g/<.§L’)

lim @ = lim f(z)

z—a™t g([L‘) z—a™t g/(l‘) ’

existe (finie ou non), on a

/!
3. Sib=+o0, lim f(z)= lim g(x)=0 et lim f/(x) existe (finie ou non), on

r——+00 r——+00 r——+00 g ({L‘)

lim @: lim fz)
e g(z) e ()’

a

4. Sib=+o00, lim f(z)= lim g(x) =+o0 et lim

r— 400 Tr—+00 r— 400 g’({L‘)

existe (finie ou non),

on a )
lim —f<x> = lim / (:1:)
T—r—+00 g(,j(;) T—r+00 g/<gj‘)
Remarque 4.11. Si M n’est pas une forme indéterminée en a, et si lim M
9(x) z—at (1)
- fx) . PP 2P 1
et lim existent, ces limites sont en général distinctes. En effet, lim = -
z—at @ (SL’) z—12x + 1 3
(@ 2
mais il_)n}m —xl_)l'I%? =1.
n_ 1 n_1 ! n—1
Exemple 59. Calculer lim ’ . On a lim M — lim & = n, donc
=1 — z—1 (:p — 1)’ z—1 1
Coat—1
lim =n.
z—=1 r—1
vV 1-1 vV 1—1Y)
Exemple 60. Calculer lim yrrTo T o On a lim M = lim VT =
20+ N7 20+ (/) =0t 1z 4+ 1

ver+1-—1

0, donc lim ————— = 0.

z—0 \/E
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Remarque 4.12. On peut réappliquer la regle de de [’hospital succéssivement autant
de fois que les hypotheses sont vérifiées.

Ezxzemple 61.
oxt =g 4 — 2 1222 =2 -2
lim ——=lm———=llm——=—=1.
a—0 13 — 12 250322 — 21 250 6x — 2 -2
Exemple 62.
2
2
lim — [g):lim—x([g] = lim — =0
z—00 et o0 z—o0 ¥ o0 rz—00 ¥
Ezxzemple 63.
fim 2 In(2), > 0) (=000 = i 22 (2]~ — = £
im z%In(z), (a —0.00]) = lim —]) = lim —*— = lim — = 0.
20+ ’ a—0t 74 oo e—0t —ar— 1 250t —a
Exemple 64.
1 1 e —1—x , 00 e —1 00
lim (= — o)) = lim T ) = i — S (=2
20t <ZL‘ er — 1) (oo = cc]) o0 z(e® — 1) <[oo]) 0+ €% — 1 + e <[oo])
* 1 1
— lim —° — lim ==

i .
z—0T 2eT + xe® o0t 24 x 2

A titre d’exercices calculer les limites suivantes

FEzercice 2.
lim 2% =0 (c’est une forme indéterminée) [0°]
z—0t+

FExercice 3.

li(m) (tg(z))*® =1 (c’est une forme indéterminée)0.0q).
z—(5)~

FExercice 4.

T—00

3 x
lim <1 + sin(—)) (c’est une forme indéterminée)[1°°].
T

4.6 Fonctions convexes

Définition Une fonction f définie sur un intervalle I est dite Conveze si pour
tous o, x1 € I et A € [0,1],

FQAzg+ (1 = Nzy) < Af(zo) + (1 = X) f(21).
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Concave si pour tous xo, 1 € I et A € [0, 1],
FAzo 4+ (1= Naxq) > Af(zo) + (1 = N) f(x1).

Si les inégalités < (resp. >) sont strictes on dit que f est strictement conveze (resp.
strictement concave).

4.6.1 Interprétation géométrique

Posons :

z(A) = Azg + (1= Nzy et y(A) = Af(xo) + (1 = A) f(21).
Quand X décrit Uintervalle [0,1], z(\) et y(A) décrivent respectivement les intervalles
[z0, z1] et [f(xo), f(x1)]. Soient Mo(xo, f(x0)) et My(xy, f(x1)) deux points de Cy.
On dit que f est convexe si l’arc MyM;y du graphe reste au-dessous de la corde MyM;
pour tous xqy et x1 dans I, voir Fig. 2.
On dit que f est concave si l'arc MgM, du graphe reste au-dessus de la corde MyM,
pour tous xq et x1 dans I, voir Fig. 3.

y(\)
f(x(N)

Zo 2(N) 1 SL’Lo z(N) o

Fig.2. Fonction conveze

Fig.3. Fonction concave

Propriété Si f est une fonction continue deux fois dérivable sur un intervalle
ouwvert I. Alors

o [ est concave sur I si et seulement si f"(x) <0 pour tout x € I.

o [ est convexe sur I si et seulement si f"(x) > 0 pour tout x € I.

4.7 Plan d’étude d’une fonction

Les étapes a suivre pour étudier une fonction f sont, en général
1. Domaine de définition de f, noté Dy.

2. Btudier la continuité et la dérivabilité de f sur Dy.
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Symétrie du graphe Cy de f; domaine d’étude.
Limites auz bornes du Dy.

Etude des branches infinies, détermination des asymptotes.

S oA %o

Tableau de variation.
7. Tracer le graphe.

Soient f une fonction, Dy son domaine de définition et C'y son graphe dans un repére
(0, z,y).
1. Parité. Supposons que pour tout x € Dy, —x € Dy.

a) On dit que f est paire si f(—x) = f(x) pour tout x € Dy. Dans ce cas
Cy admet l'aze des ordonnées comme aze de symétrie, par suite il suffit
d’étudier f sur Dy (IRT.

b) On dit que f est impaire si f(—x) = —f(x) pour tout x € D. Dans ce cas
Cy admet l'origine comme centre de symétrie donc il suffit d’étudier f sur
D;NR*.

Ezemple 65. f(z) = 22 Plus généralement si f(2a —z) = f(x) , a € R, alors
la droite d’équation x = a est un axe de symétrie pour C.

Ezemple 66. : f(x) = z3. Plus généralement si f(2a —x) = 2b — f(x) , alors
le point M(a,b) est un centre de symértie pour Cy.

2. Périodicité On dit que f est périodique s’il existe un nombre réel non nul T tel
que pour tout x € Dy on a : x+T € Dy et f(x +T) = f(x). Le plus petit réel
qui vérifie la relation est dit la période de f. Si [ est périodique de période Ty, il
suffit d’étudier f sur un intervalle de longueur T.

Exzemple 67. Soit f(x) =x — E(z) ou E(x) est la partie entiére de x. On a

flx4+1l)=z+1—-E@x+1)=c+1—(E(x)+1) = f(x)
donc f est périodique de période 1.

3. Asymptotes

a) Asymptote paralléle a (Oy) (verticale). On dit que la droite d’équation
x = a est une asymptote a Cy si

lim f(x) = 00, ou lim f(z) =200 ou lim f(z)=+oo

T—a z—at T—a~
E le 68. Soit f(z) L Les droites d’équati 1
zemple 68. oit f(x) = . Les droites d’équations x =
P @—D(@+2) 1
et x = —2 sont des asymptotes a Cy.

b) Asymptote paralléle a (Ox) (horizontale.) On dit que la droite d’équation
y = a est une asymptote a Cy si
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Exemple 69. Soit f(x) = % La droite d’équation y = 1 est une
x
asymptote a C.
c) Asymptote oblique. On dit que la droite d’équation y = ax +b (a # 0)
est une asymptote a Cy si f admet en ["infini une limite infinie et s

lim (f(x)— (ax+b)) =0.

|x| =400

x

Remarque 4.13. En pratique, si lim |f(x)] = 400, on calcule lim M
|x| =400 x| >+o00 T

St cette limite existe et est non nulle on la pose égale a a. Pour déterminer b on

calcul lim (f(x) — ax).
|z| =400

Remarque 4.14. Si f(x) = ax +b+e(x) avec lim e(x) =0 alors la droite

|z|—+o0
d’équation y = ax + b est une asymptote a Cf.

2

Exemple 70. Soit f(z) = 2x — 1+ —, donc la droite d’équation y = 2x — 1 est
x

une asymptote a Cy.

4. Points d’inflexions Soil [ une fonction deux fois dérivable en xq. Si f"(xo) =0
en changeant de signe on dit que le point My(zo, f(x0)) est un point d’inflexion.
Dans ce cas la courbe Cy traverse la tangente en M.

Ezxzemple 71. Le point M(0,0) est un point d’inflexion de la fonction f(z) = 3.

5. Calcul et étude du signe de ['. On calcule f', puis on détermine les points
x tels que f'(x) = 0 qui constituent les extrémums de f. Le signe de f’' donne
son sens de variation. St f n’est pas dérivable en un point a, on regarde les demsi
tangentes a droite et a gauche du point a. Si

) =S

rT—ra Tr— a
Alors f admet une demi tangente verticale au point a. Les quatres directions
possibles des demi-tangentes sont résumées dans le tableau suivant :

r—a
‘ r—a” ‘ dirigée vers le haut ‘ dirigée vers le bas ‘
‘ r—at ‘ dirigée vers le bas ‘ dirigée vers le haut ‘
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5.1 Fonctions puissances

Soient n € N* et f, la fonction définie sur R par : © — ™.

La fonction f est continue dérivable sur R, paire sin est pair et impaire sin est impair.
Il suffit alors d’étudier f sur RT. On a

f'(x) = na" L.

Donc f est strictement croissante sur RY. Nous avons alors le tableau de variation :

T 0 +00
nz" ! +
—+00
xn /
0

Pour n € N* la fonction f est continue strictement croissante sur R™ donc bijective
de RT vers RT . Sa fonction réciproque f~, appelée racine n-iéme définie par :

f: Rt — R
1
r — YT =a",

est continue strictement croissante sur Rt dérivable pour x > 0 de dérivée :
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Nous avons alors les graphes des fonctions f(x) = z™ et de sa réciproque, (voir Fig.

1).

y
py=a"
|
|
:
y=ux
b - - o
|
|
|
0 I pig 1 v

Remarque 5.1. Les graphes de y = x" et y = /v sont symétriques par rapport a
laxe y = x. C’est toujours le cas des graphes de f et f~1.

Remarque 5.2.

. Sin=1, on pose /xr = x.
. Sin =2, on pose J/x = \/x ; appelée racine carrée de x.

1
2
3.
4

Sin =3, Jx est appelée racine cubique de x.

. L’équation, 2" = a ot a € R donné, admet une unique solution dans R* qui est

x = a.

Le symbole /a représente un nombre réel positif et n’a de sens que sin € N* et
a€RT.

St n € N* empair la fonction f: x —— ™ est continue strictement croissante sur
R donc bijective de R vers R . Sa fonction réciproque f=* est une bijection de R
vers R donc l’équation 2" = a, a € R donné posséede des solutions négatives si n
est impaar.

5.2 Fonction logarithme népérien
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Définition On appelle fonction logarithme népérien, la fonction définie sur
10, +00[ a valeurs dans R, notée In, telle que :

1
(Inz)" = - et Inl=0.

Propriété La fonction In vérifie les propriétés suivantes : Pour tous a > 0, b > 0
etre Q ona

1. In(ab) = Ina + Inb.

2. In <%> = lna — Inb

3. In(a") = rina.

Preuve.
1. Soit a > 0 fizé, et f la fonction définie sur |0, +oo[ par

f(x) = In(ax) — Inx — Ina.

1 1 1

Sixz>0onaf'(xr)=a(n)(ax) — — =a— — — =0, donc f est constante sur
ar x

10, +o0l, de plus f(1) =0, donc f(x) = 0 pour tout x > 0. En particulier, pour

tout x = b on obtient la propriété 1.

1
2. D’apres 1, on a In (%) = [na + In <5) ;ocar % = a.g D’autre part, on a :
1 1 1
1= b.g, donc Inl = Inb+ In (5) =0, par suite In (5) = —Inb. D’ou 2.

3. Soit a > 0, pour établir 3, supposons que r € N*. On a : a* = aa, donc, d’apres
1, Ina? = lna+Ina = 2lna. On écrita” = aa ...a, on montre par récurrence que
In(a") = rina. De méme on sait que a = (/a)” donc Ina = rin (y/a), d’ou

In ({/5) = 1lna

r

St p et q sont dans N*, on peut écrire

In <a§> =lIn <\%z—p) = 1ln (a?) = Pna.

q q

Sir e Q*, onposer’ = —r >0, donc

1 /
In(a") =In < r,) = —In <a”> = —r'lna = rina.

a
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Enfin, sir =0 on a : a® =1 donc In(a®) = Inl = 0 = Olna. On montrera plus
tard que la propriété 3, est vraie pour tout réel r > 0.

Etude de la fonction In

Il résulte de sa définition que la fonction In est dérivable sur |0, +oo[ donc continue.
De plus sa dérivée est strictement positive donc elle est strictement croissante sur
10, +oo[. Etudions les limites de la fonction In en +oo et en 07. Pour tout n € N,
on a In(2") = nin2 et In2 > Inl = 0, donc lim [n(2") = lim nin2 = +oo. En

n—-+o0o n—-+o0o
particulier, si x > 2" alors lnx > nln2, ce qui montre que

lim Ilnx = 4o0.
xr——+00

. .
Pour calculer lim Inx, on pose t = —, lim,_,o+ t = +00. D ot
z—0t T

1
lim Inz = lim In— = — lim Int = —o0.
z—0+ t— 400 t t—4-o00

On en déduit que la droite d’équation x = 0 est une asymptote verticale a la courbe
représentative I' de In. Nous pouvons donc énoncer

Propriété La fonction In est continue, dérivable, strictement croissante sur
10, +00[ et I'image de |0, +00] par la fonction In est l'intervalle | — oo, +o00[= R.

Nous avons alors le tableau de variation de ln :

xr |0 1 +00
1
- + 1 +
T
+00
Inx

Remarque 5.3. La fonction In est une bijection de |0, 4+o0o] sur R, il existe donc un
unique nombre réel e tel que Ine =1; e >~ 2, 71828.

Propriété La fonction In vérifie les propriétés suivantes :

In(1 l
ot P o i T 00 3. lim adna = o,
z—0 X r—+4oo r—0t
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Preuve : La premiére limite n’est autre que la dérivée de In(1+ ) en 0 qui est égale
a 1. Pour établir 2, on applique la regle de de I’Hospital ; en effet

(Inzx) 1

li = lim —=0.
1 , Ilnu , :
Pour 3, on pose u = —, on obtient xinx = ———, il suffit alors d’appliquer 2.
x u
Remarque 5.4. : On a : (Inx)" = —— < 0, donc la fonction In est concave, par
x

suite la courbe représentative I' de In est au-dessous de la tangente en tout point de I'.
La tangente au point (1,0) a pour équation y = x — 1 donc

‘pourtout x>0, Inr<x-—1 ‘

Propriété Soit f une fonction dérivable en un point xo. Si f(xg) # 0 alors la
fonction In|f| est dérivable en zq et on a :

f' (o)
fxo)

Cette dérivée est appelée dérivée logarithmique de f en xg.

(In] 1) (w0) =

5.3 Fonctions exponentielles

La fonction logarithme népérien est une bijection de |0, +oco[ vers R. Elle admet donc
une fonction réciproque, notée exp, définie sur R a valeurs dans |0, +oo[. Cette fonction
est appelée fonction exponentielle de base e ou, plus simplement, fonction exponentielle.
On a alors

Vee R y=exp(x) <=z =Iny

Remarque 5.5. Sir € Q,r=rine=In(e") et donc exp(r) = e". Cela signifie que
la fonction exponentielle de base e est un prolongement a R, tout entier, de la fonction
x € Q — €. On écrit alors, par convention, exp(x) = e* pour tout x € R.

Propriété La fonction exponentielle est continue, dérivable, strictement crois-
sante sur R et vérifie

Vee R (e¥) = e”.
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Preuve. Puisque, In est continue, strictement croissante, il en est de méeme da sa
fonction réciproque. D’autre part, In est dérivable et sa dérivée ne s’annule pas, donc
la fonction exponentielle est dérivable sur R. Soit x € R, posons e* =y ceci équivaut
ax=Iny. Dou

x\/ __ ]‘ _i_m
e T T
efl’

Les autres propriétés de la fonction exp se déduisent de celles de la fonction In. Nous
pouvons donc énoncer

Propriété Pour tous a, b dans R etr € @ on a :

Nous avons aussi les limites suivantes :

lim e* = 400, lim e* =0, lim xze® =0,
Tr——+00 r——00 T—>—00

. e’ et -1

lim — =400 lim =1.
r—+400 I z—0 xX

Les courbes représentatives de deux fonctions réciproques sont symétriques par rapport

a la premiere biscectrice. Nous avons alors les graphes des fonctions In et exp, voir
Fig.2.
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5.4 Fonction logarithme de base a

Définition Soit a un nombre réel tel que a > 0 et a # 1. On appelle fonction
logarithme de base a, notée log,, la fonction définie sur |0, +oo[ par :
Inx

logax = —.
Ina

Remarque 5.6.

1. Sta=e, on a :log.x = Inx, c’est donc le logarithme népérien.

2. Sia=10, on a : logypr = %, appellé logarithme décimal et noté logx.
n

3. Les propriétés de la fonction log, se déduisent de celle de In.

Propriété La fonction logarithme de base a, (a > 0,a # 1), est continue,
dérivable, strictement monotone sur |0, +oo[. De plus, si z, y sont dans |0, +00]

etr€Q, ona

1
zlna

1. (logx) =
2. log, (%) = log,x — log,y
3. log.(zy) = logax + log.y, log.(x") = rlog.x

1
On a : (log,z) = peviogt donc le signe de (log,x)" est celui de Ina, elle est donc stric-
zlna
tement croissante si a > 1 et strictement décroissante si 0 < a < 1. D’ou les deux

tableaux de variations suivants :

a>1

zlna +

+00

log,x
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O<axl

zlna

—+00

log,x

5.5 Fonctions exponentielles de base a

Sia >0 eta+# 1. La fonction log, est continue strictement monotone donc bijective de
10, +o00[ vers R. Sa fonction réciproque appelée fonction exponentielle de base a, notée
exp,, est définie sur R et caractérisée par : Pour tout x réel

lny alnx
y:expax<:>x:l—<:>lny::clna<:>y:e )
na

Donc en remplagant y par exp, x, on obtient

Vee R exp,z=e"" a>0, a#l

Remarque 5.7. :Siz e @Q, ona:

rina _ eln(aﬂ”) — T

exp,T = e a”.

On pose alors, par convention,

Ve eR exp,z=¢e*"m"=qa% a>0 a#l

Awvec cette convention on a pour tout a > 0, (a # 1) et pour tout x réel (et non plus
seulement rationnel) :

‘lnaﬂﬁ = zlna  ou encore a® = e*"® ‘

Remarque 5.8. C(Ces deux formules restent vraies pour a =1 car 1* =1 pour tout
réel (cf. remarque précédente).

Remarque 5.9. Sia >0, (a# 1) on a pour tout x > 0 et pour tout o réel (et non
plus seulement rationnel) :
In(xz*) Inx

loga(z®) = T = A = alog,x.

Nous avons alors les formules suivantes :
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Propriété Poura >0, b>0, z ety dansR, on a : 1.a%a¥ = a* 1Y
2.(a®)¥ = a™

3.0 = a%c
4L(3) =%
5.a°b" = (ab)”

Etude de la fonction exp,
Sia >0, exp,(r) = a® = e*™® donc I’étude de exp, se déduit facilement de la fonction
exponentielle. Elle est en particulier positive dériwable sur R, de dérivée

(€l’pa(l’))/ _ (am>/ _ (exlna>/ — exlnalna — a®lna

Elle est donc strictement croissante sur R si a > 1 et strictement décroissante st
0<a<1, constante si a = 1.

Remarque 5.10. Dans cette étude nous avons utilisé [’expression explicite de la
fonction exp, pour a > 0; exp,(z) = €. Sia >0 et a # 1, les propriétés de exp, se
déduisent aussi de celles de log, car c’est sa réciproque! Nous avons alors les graphes
suivants : ((voir Fig.3).

a® :0<axl a® ra>1

loger a>1

loger :0<a<1

Fig.3
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Définition Pour tout réel k, on appelle fonction puissance k-eme la fonction f
définie sur |0, 4o0[ par
f(ZL') _ ZL‘k — eklnm'

Cette fonction est positive dérivable sur |0, +oo[ de dérivée

f(z) = kx® .
FElle est donc strictement croissante sur |0, +oo[ si k > 0, strictement décroissante
st k < 0, constante si k = 0.

Nous avons les limites suivantes

Propriété La fonction puissance vérifie :

. nx _
1. lim — = st a>0,
r—+oo ¢
. Inx ,
2. lim — =0 s1 a<0,
z—0+t T«

8. lim, 100 (14 2)" =,

T

ZECV

4. lim — =0, sia>1,a€ R,
z—+oo q¥
xa
5. lim — =400, st 0<a<l1, etae R.
rz—4o00 qF
., Inx 1 Inz® , .
Preuve : Pour 1, on écrit — = — , et on applique la proposition 3.3 (2). Pour
xre o x@
1 x® z®
2, on pose u = — et on applique 1. Pour 4, on a : — = ——. Si.a <0 le résultat est
€T aZB e{L’ na

évident. St o > 0, on pose u = e*, on obtient :

a:_o‘_ Inu “
@ \w%)

1 1
il suffit alors d’appliquer 1. Pour 5, on pose b = — et on applique 4. Pour 3, soit h = —,
a x

on a : (1 . i)x — eap (xln(l + é)) — et <W) '

In(1+h)

=1,o0na:

lim (1 + l) = lim exp (M) =e.
T—r+00 T h—07t h

Puisque lim
z—07F
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5.6 Fonctions hyperboliques

Définition Les fonctions hyperboliques sont :
e Cosinus hyperbolique, notée ch, définie sur R par :

e Sinus hyperbolique, notée sh, définie sur R par :

x —x

e

—e
shr =

2
e Tangente hyperbolique, notée th, définie sur R par :

‘h shr e*—1
T = = )
chx e +1

e Cotangente hyperbolique, notée coth, définie sur R* par :

1 &% 1L
i = — =
cotn thx e —1

Propriété Les fonctions hyperboliques vérifient les propriétés suivantes :

1. La fonction ch est définie, paire, continue, dérivable sur R et strictement crois-
sante sur [0, +00].

2. La fonction sh est définie, impaire, continue, dérivable et strictement croissante
sur R.

3. La fonction th est définie, impaire, continue, dérivable et strictement croissante
sur R.

4. La fonction coth est définie, impaire, continue, dérivable sur R* et strictement
décroissante sur |0, +o00].

On a les formules suivantes dont la vérification est laissée auz étudiants.
ch(a + b) = chachb + shashb, sh(a 4+ b) = shachb + chashb.

ch(2a) = ch*(a) + sh*(a), sh(2a) = 2shacha, ch*z — sh’z = 1.

En outre, nous avons les propriétés suivantes :

(chx)" = shu, lim shx = +o0, lim thx = —1,
T—+00 T—>—00
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(shx) = cha, lim shx = —o0, lim cothr =1,
T—r—00 T—>+00
(thz) =1 — th*z, lim chx = +o0, lim cothx = —1,
r—r+00 T——00

(cothx) =1 — coth*z, lim cothr = +o0

lim chx = 400,
z—0t

T—r—00

lim the =1,

T—+400

lim cothx = —oo.
r—0~

Les graphes des fonctions hyperboliques sont donnés par :

4 y
‘\ I /"
\\ /I /
/0 T
1 /
0 x
y = chx y = shx
Y )
7 =
1 —
0 T 0 T
"""" B -1
] 7
y = thx y = cothx

5.7 Fonctions hyperboliques réciproques

5.7.1 Argument cosinus hyperbolique

)

La fonction ch est continue strictement croissante de [0, +oo[ vers [1, +00l. Sa fonction
réciproque, notée argch, appelée < argument cosinus hyperbolique >, est dérivable et

strictement croissante sur [1,+oo[. Pour x > 1 posons y = argchz, donc x

= chy et

shy = Va2 —1 car shy > 0 siy > 0. De plus on a : eV = chy + shy = v + Va2 — 1

donc
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argchr = Ln(z +vz?2—1) si x> 1.

5.7.2 Argument sinus hyperbolique

La fonction shx est continue strictement croissante de R vers R. Sa fonction réciproque
nommée < argument sinus hyperbolique >, notée argsh, est dérivable et strictement
croissante sur R. Pour x € R, posonsy = argshx on a donc x = shy et chy = Va? + 1
car chy > 0. De plus on a : eV = shy + chy = x + V22 + 1 donc

argshr = Ln(x + V2?2 +1) st xz €R.

5.7.3 Argument tangente hyperbolique

La fonction thx est continue strictement croissante de R wvers | — 1,1[. Sa fonction
réciproque nommée < argument tangente hyperbolique >, notée argth, est dérivable et
strictement croissante sur | — 1,1[. Soit x €] — 1,1[, on a :

'h e —1 9 1t ll 1+
= argthr <= x = Y = = y=zin
y=an e + 1 11—z V72"
On en déduit que

1+

si |z < 1.

argthr = %Ln ]

5.7.4 Argument cotangente hyperbolique

La fonction cothx est continue strictement décroissante sur |0, +oo[ (resp. sur]—o0,0[)
a valeurs dans |1, +oo[ (resp. | — 0o, —1[). Sa fonction réciproque nommée < argument
cotangente hyperbolique >, notée argcoth, est dérivable et strictement décroissante sur
11, +o00[ (resp. sur] — oo, —1[). Soit x €]1,+oc[, on a :

ih e +1 oy T+ 1 1L r+1
= argcothr <= = = —eV=—"<=y=-In
y=ang e — 1 -1 YT
On en déduit que
1 1
a'r’gcotha::—LnxjL si x| > 1.
2 z-1
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Propriété Les fonctions réciproques hyperboliques vérifient les propriétés sui-

vantes
1
(argchz) = Jm argcha +00, m argeothy ,
1
(argshz) = ——, lim argshr = +oo, lim argcothx =0,
IQ + 1 r—+00 T——00
(argthz) = ——, lim argshr = —oo, lim argcothx = +o00,
1— a2 T——00 z—1+
(argcothr) = ——, lim argthx = +oo0, lim argcothr = —oc.
1— 22 z—1— r——1—

preuve : Calculons par exemple la dérivée de la fonction argch. D’aprés la proposition
5.2.2 du chapitre II, nous avons : ch est continue et dérivable sur [0, +o0[. Sa dérivée
sh est strictement positive sur [0,4o00[. Elle est bijective de |0, 4+o0[ dans |1, +oo[. Soit
t €]0,+oc[,on a sht # 0. La fonction réciproque argch associée a la fonction ch est
alors dérivable en v = cht et
1 1
argch (r) = — = ——.
geh'(z) = 0 = ==

Nous laissons aux étudiants le soin de calculer les dérivées des fonctions argsh et
argth. (Il est tres important que les étudiants fassent ce genre de calculs). Nous avons
alors les graphes des fonctions hyperboliques réciproques :

0 1 T

y = argchx y = argshx
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Yy i Yt
-1 0 1l = -10 |1 z
.’ “=
y = argthx y = argcothx

5.8 Fonctions circulaires

A tout nombre réel 6 € [0, 2w on peut associer un unique point M du cercle U centré

a lorigine et de rayon 1 tel que 'angle (Ox, OM) soit de mesure 0. Soient H et K les
projections orthogonales de M respectivement sur les axes (Ox) et (Oy), voir Fig.4.

Fig. 4

On appelle cos 'abscisse x = OH de M ; cos = x = OH.

On appelle sin @ Uordonnée y = OK de M ; sinf =y = OK.
sin 6

On appelle tangente de 6 le nombre noté, tgh = lorsqu’il existe.

cos 0

cos
On appelle cotangente de 0 le nombre noté, cotghd = — 7 lorsqu’il existe.
sin

Remarque 5.11. Sif est un nombre réel quelconque, alors on peut écrire = §'+2kn
avec 0 < 0" <2mw etk € Z et on a : cos(f) = cos(#') et sin(f) = sin(6).

Définition Les fonctions sin, cos, tg et cotg sont appelées fonctions circulaires
ou fonctions trigonométriques.

Remarque 5.12. 1. Les fontions sinus et cosinus sont définies sur R.

2. La fonction tangente est définie pour x # g + km, k € Z.
3. La fonction cotangente est définie pour v # kn, k € Z.
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Propriété Les fonctions circulaires vérifient les propriétés suivantes : Pour tout

T € R,ona:cos’r+sin’zr =1 cos(—x) = cos(x) cos(m—x) = —cosx
cos(§ — r) =sinw sin(—z) = — sin(z) sin(m — z) = sinz
sin(f — ) = cosw tg(—z) = —tgz cotg(—x) = —cotgx

Valeurs remarquables
Nous présentons dans le tableau suivant; les valeurs des fonctions circulaires sinus et

_ 0 T mw 9w 7
cosinus pour x =0, —, —, —, —.
6 4 3 2

T| T T 7
TIO0 g1 3| 2
cosx| 1 ﬁ @ 1 0
2 2 2
1
sinz| 0 — @ ﬁ 1
2 2 2

Avant de passer a [’étude des fonctions circulaires, rappelons la propriété suivante
concernant la monotonie de ses fonctions.

Propriété
1. x> sinx est strictement croissante dans (=3, 5];
2. x > cosx; est strictement décroissante dans [0, 7]
3. x> tanx est strictement croissante dans | — 7, T[;
4. x> cotx; est strictement décroissante dans |0, 7[.

Démonstration On a

Tco<a<ls <Too< 2T
2 = -2 2 2 2 2 T2
Appliquons la formule de transformation
) ., R 4+ x
sinz — sinx’ = 2sin cos ——;
et remarquons que
x+x’€] 7T7T[<:> x+x’>0
— —, —|& cos
2 272 2 ’
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-z T "

€]0, =] & sin > ()
2 ] ’2] 2
On en déduit alors sinz’ —sinx > 0, d’ou
s / T . . /
—§§x<x §§<:>smx<sm:c.

La fonction x — sinx est strictement croissante dans [—7,5]. On laisse au lecteur le
soin de démontrer les trois autres propriétés énoncées.

5.9 Etude des fonctions circulaires

5.9.1 Fonction cosinus

La fonction x — cosx est définie, continue et dérivable sur R. De plus cos est paire,

T
périodique de période 2w et vérifie cos(m — x) = — cosx, donc le point M(§’ 0) est un
centre de symétrie. Il suffit alors d’étudier cos sur lintervalle I = 0, g]
On a (cosz) = —sinx et sinx > 0 sur I. On obtient alors :
) T
x J—
2
—sinx —

1
cos T \
0

Représentation graphique de la fonction cos: (Fig.5)

™ /"

S
SIE]
3
(N
=)
8

5.9.2 Fonction sinus Fig. 5. y = cosx

La fonction x — sin x est définie, continue et dérivable sur R. De plus sin est impaire,
s . s s . . . ’ . ™
périodique de période 2 et vérifie sin(m — z) = sinx, donc la droite d’équation v = —

FS de Meknes 89 M.RHOUDAF



M.RHOUDAF Analyse |

77
est un axe de symétrie. Il suffit alors d’étudier sin sur 'intervalle [0, —].

Pour tout x € R on a (sinz)’ = cosx. Nous avons alors le tableau de variation.

0 m
:L' J—
2
CcoST +
1
Sin T /
0

Représentation graphique de la fonction sin, (Fig.6) :

S
NI
3

Y

o> 2r T

Fig. 6 y = sinx

5.9.3 Fonction tangente

La fonction x — tanx est continue et dérivable sur R\ {g + km,k € Z}. De plus tg
est impaire, périodique de période 7. Il suffit alors d’étudier tan sur l'intervalle |0, I[.

Pourx;éngknr,ke Z on a (tanz) =1+ tan’z =

— . d'ou
cos?
Tableaw de variation
z | i
2
1
cos? *
+00
tanx /
0

Représentation graphique de la fonction tan, (Fig. 7) :
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4 /
II
= TR
/ T 7r
Remarque 5.13. 1. Les droites d’¢ ,ua%iong T=3 et t = ) sont des asymptotes
1g.7. y=tallx
a la courbe représentative de tg. g Y
2sinx
2. On a : tan"(z) = ———, la dérivée seconde s’annule en 0 en changeant de signe
S

donc l'origine est un point d’inflexion.

5.9.4 Fonction cotangente

La fonction x — cotgx est dérivable sur R\ {km,k € Z}. De plus cotg est impaire,

périodique de période 7. Il suffit alors d’étudier cotg sur lintervalle |0, g] On a

1
cotgz = —(1 + cotg’r) = ——5—.
sin”® x
Tableaw de variation
x|y ™
2
-1 B
sin’ z
+00
cotgx \
0

Représentation graphique de la fonction cotg, (Fig. 8) :

up|
\
0 ™ T T
2
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Remarque 5.14.  Les droites d’équations x = 0 (l'axe (0y)) et x = 7 sont des
asymptotes.

5.10 Fonctions circulaires réciproques

5.10.1 Fonction Arc cosinus

La fonction cosinus est continue strictement décroissante sur [0, 7| donc bijective. Sa
fonction réciproque appelée Arc cosinus, notée arccos, définie par :

arccos :[—1,1] — [0, 7]

X —— arccos,

T = Cosy
Y = arccos r <
O<y<m
La fonction arccos est continue, strictement décroissante, dérivable sur | — 1,1[ de
dérivée
(arecos) (x) = ———
arccos) () = ———
Vv1—2a?

La fonction arccos n’est ni paire ni impaire et vérifie

arccos(—x) = ™ — arccos

Exercice 5. 1) Montrer que :

Vo € [-1,1], Arccos(—x) = m — Arccos(x).
2) Etudier les fonctions

g(z) = cos(Arccos(z)) et h(x) = Arccos(cos(x))

5.10.2 Fonction Arc sinus

. . . . . ™ T .
La fonction sin est continue strictement croissante sur [—5, —1] donc bijective. Sa fonc-

tion réciproque appelée Arc sinus, notée arcsin, définie par :
T

2.0

T — arcsinx,

arcsin : [—1,1] —
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) T =siny
Yy = arcsin xr <=
T <<
2 =2
La fonction arcsin est continue, strictement croissante, impaire dérivable sur ] — 1,1]
de dérivée
1

(arcsin)(z) =

V1—22

Exercice 6. 1) Montrer que :
Vo € [—1,1], Arcsin(—x) = —Arcsin(x).
2) Etudier les fonctions

g(x) = sin(Arcsin(z)) et h(x) = Aresin(sin(z))

5.10.3 Fonction Arc tangente.

T
La fonction tg est continue strictement croissante sur | — 5,5[ donc biyective. Sa

fonction réciproque appelée Arc tangente, notée arctg, définie par :

arctg :] —oo,+oo[ —] -7, 7]

x — arctgx,

r =tgy
- <r <3

Yy = arctgr < {

La fonction arctg est continue, strictement croissante, impaire dérivable sur R de
dérivée

Exercice 7. 1) Montrer que :
Vo € R, Arctg(—x) = —Arctg(z).
2) Etudier les fonctions
g(x) = tg(Arctg(z)) et h(z) = Arctg(tg(z))

st x>0

- )
-3 s z <0

w3

3) Montrer que :  Arctg(x) + A'rctg(%) = {
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5.10.4 Fonction Arc cotangente

La fonction cotangente est continue strictement croissante sur |0, 7| donc bijective.
Sa fonction réciproque appelée Arc cotangente, notée arccotg, définie par :

arccotg :] — oo, +oo] — 0, 7]

T — arccotgx,

Je vous laisse le soin de temier la construction et de définir les propriétes de cette
fonction.

Remarque 5.15. Remarque : Les représentation graphiques des fonctions réciproques
se déduisent de celles des fonctions circulaires par symétrie par rapport a la premiéere
bissectrice.
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Formules de Taylor et
Développements Limités

6.1 Fonctions équivalentes

Définition Soit f une fonction définie sur un voisinage de xq,(xy fini ou non). On
dit que la fonctions f est un infiniment petit au voisinage de xqy silim,_,,, f(x) =
0.

Exemple 72. On dispose d’une gamme d’infiniment petits particuliérement simple
quand x tend vers 0, a savoir x,x?,..x", .... La fonction x™ tend vers 0 d’autant plus
vite que n est plus grand.

Définition Soit f une fonction définie sur un voisinage de xq, (xo fini ou non).
On dit que la fonctions f est un infiniment grand au voisinage de xg si

lim f(z) =T .
T—T0

1
Exemple 73. La fonction — est un infiniment grand au voisinage de 0.
x
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Définition Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage de xg, (xo fini
ou non). On dit que les fonctions f et g sont équivalentes au voisinage de xq, s’il
existe une fonction h définie sur un voisinage de xq telle que :

f(x)=g(x)h(z) et lim h(x) =1, on écrit [~y g.

T—T0

Remarque 6.1. Si g ne s’annule pas dans un voisinage de xg, la relation f ~,, g

f(x)

est équivalente a la propriété : ﬂ tend vers 1 quand x tend vers xg.
g(x

Exemple 74. Soit P le polynome de degré n donné par :
P(z) = ap2™ + ap_12"t + - + ay,
avec a, #0. On a : P(x) ~io anz™. En effet :

an—1 ag .
P(z) =a,z"(1 = a,x"h t 1 h(z) =1.
() = apa™(1 + s +-o anx”) anz"h(z) e Jim (7)

Définition Si f(z) ~g az™, on dit que ax™ est la partie principale de f(x), et que
f(x) est un infiniment petit d’ordre n.

Exemple 75. Nous avons les équivalences suivantes :
72

sinx ~q T, In(1+ x) ~o x, 1 —cosz ~y 5

Exemple 76. Quand x tend vers 0, sinx est un infiniment petit de partie principale
x, d’ordre 1.

Exemple 77. Quand x tend vers 0, la fonction 1 — cosx est un infiniment petit de
partie principale "”2—2, d’ordre 2.

Exemple 78. Quand x tend vers 0 a3 est un infiniment petit d’ordre 3, de partie
principale 3. La relation f ~,, g est une relation d’équivalence dans [’ensemble des
fonctions.

Propriété Si f tend vers une limite | en xq, (I finie ou non) et si f ~,, g alors
g tend vers | en x.
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Propriété Si fi ~;, f2 et g1 ~u, g2 alors f1g1 ~a, f2g0 et g ~o ?
1 2
Exemple 79. Coalculer la limite, quand x tend vers 0, de :
(1 —cosx)sinz
flaz) = — -
x2Log(1 + x)
. I, . . iy
On sait que : 1 — cosx ~y 51’ ,sinz ~g x et In(1 + ) ~g x. D’aprés la proposition
cddente, f(z) o g = & d'oi lim (2) = &
récédente, f(x) ~g —= = = d’ou lim f(z) = =.
p ’ 0973 2 20 2

Exemple 80. Trouver la limite, quand x tend vers +o0o, de :

f@) = ———
e’ +x
2z | .2 2
e +xo T
On a:e* + 1% ~ o ¥ car ———— = 1+ — tend vers 1 quand z tend vers +oo
e2 e2 ’
2x

. N € . .
nous avons aussi €” +1° ~ o €%, d'ot f(x) ~io — = € par suite lim f(x) = +oo.
e T—r—+00

Remarque 6.2. Erreur a éviter : St f ~,, fi1 et g ~,, g1 on n'a pas en
général :f +g~u fr+q1, ni f—gru i — 01

Exzemple 81.
T+ 22 ~o T+ 3
T ~ i

, mais (x + x?) — (x) n'est pas équivalente d (z + 23) — (x) au voisinage de 0.

Exzemple 82.
cosx ~g 1
1~y 1

, mais (1 — cos(z)) n'est pas équivalente a 1 —1 =0 au voisinage de 0.
Ezemple 83. Si f(zx)=2*+1etg(x)=—-2*+x+1ona: f(x)~e fi(z) =2*

et g(x) ~ioo g1(x) = —22. Mais f(x) + g(x) =2+ 2 et fi(x) + g1(x) = 0. On ne peut
pas non plus composer des équivalents : ainsi on a par exemple

(z + 2%) ~ioo @

mais
ea:+x2
X
— =¢e” tend vers 4+ oo quand x tend vers —+ oo.

efl'
fNoog
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6.2 Formules de Taylor

Soient f : I — R une fonction, (dérivable autant de fois que nécessaire) sur l'intervalle
I, a un point de I et m un entier. La formule de Taylor a l’ordre m permet d’approcher
f(z), pour x voisin de a, par une expression ne dépendant que de f(a), f'(a), ...., f™(a)
et de x (et donc pas de f(z).) Par exemple pour une fonction f dérivable la formule des
Accroissements Finis permet d’approcher f par un polynome de degré 1.

Formule de Taylor-Lagrange Soit f une fonction de classe C"™' sur [a,b]. On
suppose que f™ existe sur]a,b[ . Alors il existe ¢ €]a,b[ tel que :

(b—a)"
n!

(b—a)!

— £ ()

") +

@)+ +

Cette formule est appelée formule de Taylor d’ordre n — 1. Le dernier terme est appelé
reste ou reste de Lagrange.
Preuve : Considérons la fonction g définie sur [a,b] par :

_ / (b—ax)"! (n—1) (b—a)"M
9@)—f(b)—f(x)—(b—x)f@)—"'—mf (@—T
ou M est une constante telle que g(a) = 0. Puisque f est de classe C", alors g

est continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b[. De plus g(a) = g(b) = 0, donc on peut
appliquer le théoreme de Rolle a g : il existe ¢ €la,b| tel que ¢'(¢) =0. On a :

(b— )"t (b— )"t

e AR A ey

g(@) = —(b—2)f"(x) + =

Apres simplifications, on trouve :
) (b—a)" (n)
=—F|M - .
o) = s M = 1)
Or; ¢'(c) =0 donc M = f™(c). En outre, g(a) = 0 d’ot le résultat.

Remarque 6.3. Le théoreme reste vrai meéme si b < a. En effet, la démonstration
précédente ne fait intervenir aucune des conditions b < a ou b > a. De plus, on a :

g(a) = g(b) = 0.
Remarque 6.4. Le nombre ¢ est souvent désigné par a + 0(b — a) avec 0 < 6 < 1.

Comme conséquence immédiat du théoréme 4.2.1 ci-dessus on a la formule de Taylor
Mac-Laurin :
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Formule de Taylor-Mac-Laurin  Soit f une fonction de classe C"~* sur [0, x].
On suppose que f™ existe sur |0,z . Alors il existe 6 €]0,1] tel que :

xn—l

(n—1)!

f(z) = f(0) + %f’(O) 4+ F=0(0) 4 Z—Tf(”)(ﬁx), 0<6<1.

Preuve : On applique le théoréme ci dessus avec a =0 et b= x.

Remarque 6.5. Sion prendb=a+h (h<0 ouh >0), on aura :

hn—l
(n—1)!

fla+h)= fla)+hf'(a)+ -+ £ (a) + f™(a+ 0h).

Exemple 84. Soit f(x) = €®, pour toutn € N, f™(x) = e*. Donc pour tout x € R

on a : ) .
" "

x 0
— 4+ —+—€7, 0<f<l
ST P s IR

La formule de Taylor est applicable aux polynomes de degré n. Ils sont infiniment

dérivables et la dérivée d’ordre n + 1 est identiquement nulle. On peut remarquer que
St :

e =14+x+

p(r) = ap + a1z + asz? + ...+ apx” = p(0) = ag
p/(SC) =T+ 2a2x -+ 3&31’2... + nangjn_l = p/(O) =

p"(x) = 2a5 + 3 X 2a3z... + n(n — Daa" 2 = p"(0) = 2lay

p"(z) =3x2xlag+ ... +n(n—1)(n —2)a,z"* = p"”(0) = 3las

On a donc bien :

Z (n)
7., O,

p(x) = p(0) + P (0)z + —; nl

Formule de Taylor-Young Soit f une fonction de classe C™ sur un voisinage I
de xqo. Alors pour tout x € I on a :

£@) = f(eo) + E=2) pag) oo E2) p0ay) 1 (@ - ay)e(o)
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ou € une fonction définie sur I telle que lim (z) = 0.
T—x0

Preuve : Appliquons la formule de Taylor d’ordre n a la fonction f sur [xq,x] (on
suppose xo < x). Alors, il existe ¢, €|xg, x|, tel que

fla) = 3 I ) o L) oo,

= p! n!
= >R ) + (o - 2)e(o).
p=0 ’

7O e) = £ ()

avec : ¢ = xg+0(x —xp), 0< O <1ete(x)=

n!
On a bien : lim e(z) =0 car lim f™(c,) = f0(x0).
r—xo T—x0
Remarque 6.6. : Puisque €(x) tend vers 0 en xq, f(x) est équivalente au voisinage
de xo au polynome en x suivant
r—x r—x
Flao) + T prag) o E T

1!

Remarque 6.7. :Si on pose xg = 0 dans la formule de Taylor-Young on obtient la
formule de Mac-Laurin-Young.
2 "

Exzemple 85. e*=1+uz+ % ot — Fate(a).
n!

Remarque 6.8. La différence essentielle entre les formules est que la formule de
Taylor-Young est d’utilisation locale (c’est a dire pour h petit, voir les détails au cha-
pitre suivant ) alors que la formule de Taylor-Lagrange est utilisable sur le segment
[a,a 4+ h] méme si h n’est pas petit.

FEzxercice 8. Montrer que pour tout nombre réel x strictement positif, on a :

3 3
5\/E+7§(az+1)%—x% f+

8V +1 f

corrigé

Soit f :]0, +00[— R lapplication © — z2. 1l s’agit d’encadrer la différence f(x+1) —
f(x) et pour cela nous écrivons une formule de Taylor au point x. Pour tout nombre

x>0, onaf(x) ==z et [?(x) = —=. La dérivée seconde f” est continue sur

2 1z
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10, +00 donc f est de classe C* sur )0, +oo. Sia et b appartiennent a l'intervalle |0, +oo,
la formule de Taylor a ['ordre 2 au point a s’écrit :

fb) = fa) = (b—a)f'(a) +

ot 0 est un nombre entre a et b. Soit x un nombre strictement positif. Appliquons cette
formule en prenant a = x et b = x + 1, nombres qui sont bien tous deux strictement
positifs :

il existe un nombre 8 compris entre x et x + 1 tel que

o) =+ 10

(x+1—x)?

fl+1) = flz) = (z+1—2)f'(x) + 5

Comme la fonction 7 est décroissante, on a f"(x+ 1) < f7(0) < f”(x) donc

(@)
2

P+ D < gy - g < )+

Ce sont les inégalités qu’il faut démontrer.

6.3 Applications de la formule de Taylor

6.3.1 Calcul approché des valeurs d’une fonction

Si une fonction f vérifie sur [zo,xo + h] les condition d’application de la formule de
Taylor, on a :

n n+1
f(xo+h) = f(xo) + hf'(xg) + -+ %f(n)(ﬂfo) + (nh+ ]

£ (2 + OR).

En supposant f™Y) bornée sur le segment [xo,xo + h], on peut prendre pour valeur

approchée de f(xg+ h) le nombre

F(ao) + hf (o) + -+ o 7o),

l’erreur commise étant majorée par :
|h|n+1

CES] MATielmy w0+ FTD ()]
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6.3.2 Démonstration d’inégalités

En majorant ou en minorant le reste dans la formule de Taylor-Lagrange, on démontre
des inégalités. Par exemple, pour la fonction cosx, on a :
2 .3
cosz =1-— 5 + ﬂcos(ﬁx), avec 0 <6 < 1.
Pour x € =3, 5] par exemple on 0 < cos(0x) < 1. D’ou lon déduit pour x € [—3,7] :

{L'2 {L'2 {L'3
11— < <1 4=
g ST 2 24

6.3.3 Ordre de multiplicité des racines d’une équation

Si la fonction f s’annule pour x = xo et s’il existe un entier p > 1 tel que f(x) =
(x — x0)Pg(x) avec g(xg) # 0, on dit que xo est une racine d’ordre p de [’équation
f(z) = 0. Il n’est pas toujours possible de définir [’ordre d’une racine. La proposition
sutvante permet en utilisant la formule de Taylor-Young de caractériser les zéro d’ordre
p d’une fonction f.

Propriété Si f est une fonction de classe C°~1 dans un voisinage de o et admet
une dérivée d’ordre p en xy. Alors x¢ est un zéro d’ordre p de f si et seulement
8% :

fl@o) = f'(wo) =+ P V(z0) =0 et fP(x)(wo) # 0.

Démonstration En effet d’apres la formule de Taylor-Young on a :

P! x —x0)F
f@) = fla) + 3 L 0y ¢

|
k=0 p:

(x — xo)P (x — x0)P

f(p)(xo) + p

e(x — xp).

avec lim e(x — x9) = 0. L’ordre du zéro apparait dans ce cas comme l'ordre de la
T—T0

premiere dérivée non nulle pour x = x.

6.4 Développements limités

Définition Soient f une fonction définie sur un voisinage de zéro, sauf peut étre
en 0, et n € N*. On dit que f admet un développement limité (D.L) d’ordre n
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au voisinage de zéro, s’il existe polynéme P(x) = ag + a1z + agz® + - - - + a,a™ de
degré < n, a coefficients réels, tel que :

f(x) = P(x) + a"e(x)

ot € est une fonction qui tend vers 0 en 0. Le polynome P(x) est appelé partie
principale du développement limité de [ et z"e(x) le reste du développement
limaté .

Remarque 6.9. f(x)~¢ P(x)

1
Exzemple 86. : Soit f(x) = T Pour z#1 ona:
—x

) . L—gntt 1 L, T
l+x+2"+---+2" = = - .
1—=x 1—=x 1—=x

Par suite f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de O :

1 2
1—:1+x+x + o+ 2"+ 2"e(x)
-z

Théoreme Si f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0,
alors ce développement limité est unique.

Démonstration Si f admet deux développement limité d’ordre n au voisinage de 0
alors

f(@) = ao+ @z +ax® + -+ a,3" + 2" (z), limey(z) =0

z—0

f(x) = bo+bix+box® + -+ bya" + a"es(x), iii%é?g(l’) =0
Soit k le plus petit entier tel que ay # by, alors :
0= (ar — be)2" + -+ (an — ba)2" + 2" (e1(2) — e2(2)).
Ainsi, pour x #0, on a :
(ag —bp) + -+ (@ — by)2"F + 2" F (g1 (x) — e2(x)) = 0.

D’ou, si on fait tendre x vers 0, on obtient : ar — by, = 0. Ce qui est absurde. D’ou le
résultat.
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Théoreme Si f est de classe C™ sur un voisinage de 0, alors f admet un
développement limité d’ordre n au voisinage de O donné par :

LSOO,

fl@) = F0) + =, 51 -

" + z"€e(z).

Démonstration 1l suffit d’appliquer la formule de Mac-Laurin-Young.

Remarque 6.10.  La formule de Mac-Laurin-Young exige lexistence de f(™(0),
alors que le développement limité peut exister sans que f soit dérivable en 0. En effet;
considérons la fonction :

fx)=2+z+2* +2°In]|z].

On voit bien que f n’est pas définie au point 0, donc elle n’est pas dérivable en ce point.
Par contre :
f(x) =2+ z+ 2% + 2%e(2),

ot e(x) = xln|z| et lir% e(z) = 0. Donc f admet un développement limité d’ordre 2
T—

au voisinage de zéro.

Remarque 6.11. Si f est continue en 0 et posséde un développement limité d’ordre
1 au voisinage de 0 alors f est dérivable en 0. Par conséquent la fonction f(z) = |z|
n’admet pas de développement limité d’ordre 1 au voisinage de O car elle est continue
et n’est pas dérivable en 0.

Remarque 6.12. : Si f posséde un développement limité d’ordre > 1 au voisinage
de 0 alors f admet une limite finie en 0. Par conséquent toute fonction qui n’admet
pas une limite finie en 0 n’admet pas de développement limité au voisinage de 0.

Remarque 6.13. Soit f une fonction continue en 0. Alors f admet un développement
limité d’ordre 1 en 0 si et seulement si la dérivée premiere f'(0) existe. Par contre,
si [ est continue en 0, alors [’existence, au voisinage de 0, d’un développement li-
mité d’ordre n > 1, n'entraine pas l'evistence de f™(0) ni méme lezistence d’autres
dérivées que f'(0).

Propriété Soit f une fonction admettant un développement limité d’ordre n
au voisinage de 0. Si f est paire, son développement limité ne contient que des
monomes de degrés pairs. Si f est impaire, son développement limité ne contient
que des monomes de degrés impairs.

Démonstration FEn changeant x en —x dans le développement limité de f, il vient
f(=x) = P(—x)+(—x)"e(—x) = P(—x)+(z)"(—=1)"e(—x). Posons e, (x) = (—1)"e(—x).
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La fonction €1(z) a pour limite 0 au point 0, donc ’égalité

f(=2) = P(=z) + (2)"e () ()

est le développement limité de la fonction g : x w— f(—z) a Uordre n au point 0.
Supposons que la fonction f est paire, c’est a dire que l'on a f = g. L’égalité (**) est
donc aussi le développement limité de f a l'ordre n au point 0. Puisque ce développement
limité est unique, c’est que les polynomes P(z) et P(—x) sont égauz. Par définition, le
polynome P est pair, autrement dit tous les coefficients des monomes de degré impair
sont égauz a 0.

FEzxercice 9. faites la démonstration dans le cas ou f est une fonction impaire.

6.5 Développements limités usuels

En utilisant la formule de Mac-Laurin-Young , on obtient les développements limités
des fonctions usuelles au voisinage de O :

2 n

R )
e’ = r+—+ -+ —+2"x
2 n!
. Ina (Ina)? (lna)™ .
a :1+Tx+ TR +---+Tx + x"€¢(x)
ala—=1)...(a—n+1)

l+x)*=14+az+ -+ " 4 z"e(x)

n!

1 2 n n
—— =ltatat ot a” +ae(a)
-
1
1+x:1—x+x2+---+(—1)n$n+$n€($)
x? "
(1 2) =2 = g (21 ()
2 2t nffzn 2n
cosx:1—5+ﬂ+ + ( )(2n)!+$ e(x)
‘ 2 2b . atntt nt1
smx:x—5+5+‘“+(_1) erx €(x)

6.6 Opérations sur les développements limités

Soient f et g ayant des développements limités d’ordre n au voisinage de 0 ;

flx) = ap+ax+ asx® + -+ apa™ + x"e1(z) = P(z) + a2 (x),
g(z) bo + b1 + box® + - - + by + 2o () = Q(z) + 2o ().
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6.6.1 Développement limité d’une somme

La somme f + g admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0 donné
par :

f(x)+9(x) = (a0+bo)+(ar+by)zt- - +(ant+bn) 2" +2" (€1 (x) +e2(2)) = P(2)+Q(2)+a"¢(2).

6.6.2 Développement limité d’un produit
Ona :
f()g(z) = P(2)Q(x) + 2"[P(z)ea(x) + Q(z)e1(2) + 2"e1(2)e2(2)].

Donc le produit fg possede un développement limité d’ordre n au voisinage de 0 obtenu
en supprimant du polynome P(x)Q(x) les monomes de degré > n .

Exemple 87. Déterminons le développement limité a ['ordre 3 au voisinage de 0 de

1 1
h(x)zw,
11—z
Posons : f(x) =In(z+ 1) et g(x) = N .Ona:
-z
ot at 1 2., .3, .3
In(l+z)=0x— —+—+a2°c(x) et ——=14+z+2"+2°+x°€(x).
2 3 1—2z
Donc : In ) 2> s
nxr+1) - T 3
. =T+ +—6 + 2°€(x).

Exemple 88. Déterminons le développement limité a ['ordre 4 au voisinage de 0 de

f(@) = [In(z + 1)]".

2

Ona:In(l+z)==x [1 _§+% - %fjtx?’e(x))} . Donc
2 3 2
11
[In(z + 1)]* = 22 [1 - g + % - % + :cge(:c))} =a2? —2* + E:f‘ + zte(x).

6.6.3 Développement limité d’un quotient

Rappelons le résultat suivant (division des polynémes suivant les puissances crois-
santes.) Soient A et B des polynomes de R[X] et soit n un entier naturel. Si B(0) # 0
, il existe un unique polynome tel que

A — BQ est divisible par X"
Q=0 oudeg @ <n.
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Le polynome Q) est le quotient a ['ordre n de la division de A par B selon les puissances
croissantes. Pour calculer QQ, on écrit les polynomes A et B dans [’ordre croissant des
puissances de X et l'on pratique la division en s’arrétant lorsque X" est en facteur
dans le reste.

Proposition 6.1. Soient f et g des fonctions ayant pour développement limité a [’ordre
n au point 0

f(z) = A(z) + 2"<(z) et g(x) = B(z) + a"e(x).

Si le nombre g(0) # B(0) est non nul, le développement limité de % a lordre n au point

0 est fa)
m = Q(x) + z"e(x)

ou @ est le quotient a l'ordre n de la division de A par B selon les puissances crois-
santes.

Démonstration FEcrivons A — BQ = X""'R ou R est un polynome. En notant
f(z) = A(z) + 2"e1(x) et g(x) = B(x) + 2"eqo(x), il vient

f(@) = 9(z)Q(z) = A(x) — B(z)Q(z) + 2"e1(x) — 2" Q(x)e2(x)
= 2" R(z) + 2" (1) — 2"Q(x)ea(2)
= " (2 R(x) + e1(x) — Q(z)e2(x)) .

En divisant par g(x), on obtient % — Q(z) = a"e3(x) ot la fonction
1
e3(x) = — (zR(2) + e1(z) — Q(x)e2(2))
9(x)
tend vers 0 d’aprés les théorémes sur les limites. Puisque @ est un polynome nul ou

/()
g(z)

de degré inférieur ou égal a n, ’égalité = Q(z) + x"e3(x) est le développement

limité de i a l'ordre n au point 0.
Y

Exemple 89. Déterminons le développement limité a ['ordre 3 au voisinage de 0 de

_n(z +1)
 1l-x

h(z)

Utilisons cette fois-ci la division suivant les puissances croissantes.
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x — % + %3 1—2z
—x + 22
x2 5a3
T+ 5 + 6
$2 $3
2 Ty
1'2 ZBS
3 T3
523
6
On retrouve alors le résultat précédent.
Exemple 90. Déterminons le développement limité a ['ordre 5 au voisinage de 0 de
la fonction :
sin x
tan(x) = :
cos T
Au voisinage de 0, les développements limités de sin(x) et de cos(x) a l'ordre 5 s’écrivent :
sinx =z — 11’3 + i:ﬁ +2%(x) et coswr=1-— 2"+ ix‘l + 2°¢(x)
6 120 2 24

La division suivant les puissances croissantes nous donne.

1 _ 1,2 1.4
+ 107 l—32° + 5o

1,3, 2.5
:c—|—3:c —|—15:c

D’ou 1

2
tanz = x + gx?’ + Bﬁ + 2%(x).

6.6.4 Développement limité d’'une composée

Si g(0) = 0 alors, la fonction composée, f o g admet un développement limité d’ordre
n au voisinage de 0 obtenu en ne conservant que les monomes de degré < n dans le
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polynome P o Q). En effet :

(feog)(z) = ao+aig(@)] + -+ anlg(2)]" + [g(2)]"e1 ([g(2)])
g(@) = by +bow + - + byt + 2" ey (2)).

Exzemple 91. Calculer le développement limité , a 'ordre 3 au voisinage de 0, de

h(z) = /1+1In(1+z).

On a : h(x) = (fog)(x) avec f(x) =1+z, g(xr) =In(l+x) et g(0) = 0. On sait
que

2 1’3

In(l+z) = x— 5t 3 + 2¢(2)
1 1 1
l+x = 1+§x—§x2+1—6x3+x36(x)
Par suite
h(z) = /1+In(1+2)
1 1 1
= 1+509@)] - Slg@) + L l9(@)] + 2°(2)
_1+1 x2+x3 1 7 2+x3+3<)
N R N BN TN T
1 3 17
= 1+ 9%~ ng + @x?’ + 23e(2).

Remarque 6.14. Si g(0) = by # 0 on pose g1(x) = by — g(z) et fi(x) = f(bg—x) on
obtient f1 0 gi(z) = fog(x) et g1(0) =0, il suffit alors de calculer le développement
limité de fl 043;.

6.6.5 Intégration d’un développement limité :

Théoréme 6.1. Si f est dérivable sur un voisinage de zéro, et si f’ admet un développement
limité au voisinage de zéro d’ordre n de partie réquliere p(x). Alors la fonction f admet
un  développement limité d’ordre n + 1 au voisinage de zéro de partie réguliere :

xT

f(0)+/p(t)dt.

0

Démonstration Nous avons

f'(w) = p(x) + 2"e(x).
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Posons ¢(z) = f'(x) — p(x) = a™e(x). La fonction ¢ est continue, elle admet des
primitives. Soit

La fonction ¢ est dérivable au voisinage de 0 et d’apres le théoréeme des Accroissements
Finis il existe 0 dans 10, 1], tel que :

o(r) = 2 (0z) = 2o (0x) = 2" e(x) = 2" ey (2).
Soit N

f(z) = £(0) +/p(t)dt—|—:1:”“g(:c).

0

Exemple 92. : On a :

(arctgx) = =1—2*+ a2t + - (=D + 2® ().

1+ 22

Ainsi, le développement limité au voisinage de 0 d’ordre 2n + 1 de arctgx est :

1 1 —1)"
arctgr = — gaf‘ + 5x5 et —2(71 +) 1x2"“ + 37" 2e().

Comme conséquence immédiate de ce théoréeme, on déduit le corollaire suivant.

6.6.6 Dérivation d’un développement limité

Corollaire 6.1. Si f est dérivable en 0 et f' admet un développement limité d’ordre
n — 1 au voisinage de 0, alors :

f'(x) = ay + 2ap2 + 3asx® + - - + na,a" ' + 2" te(w).

Remarques 6.1.
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1. Toujours développer toutes les fonctions au méme ordre.

2. Lorsque vous calculez un développement limité, disposez clairement les
calculs de manieére a ne pas oublier de termes lorsque vous ferez des
sommes, des composées ou des divisions selon les puissances croissantes.
Chacune de ces opérations est simple, mais il peut y en avoir plusieurs
a effectuer.

3. N’écrivez pas les monomes de degré trop grand dont on sait d’apres les
théoremes qu’ils n’interviendront pas dans le résultat final.

La notion du développement limité au voisinage de 0 s’étend au voisinage d’un point
ro € R quelconque en posant u = x — xy.

Définition Soient f une fonction définie sur un voisinage d’un point xo € R
, sauf peut-étre en xg et n € N*. On dit que f admet un développement limité
d’ordre n au voisinage de xqy St :

f(2) = ap + a1(z — 3p) + az(x — 20)* + -+ + an(z — 20)" + (T — 30)"e()
ot a;, 0 <1 < n, sont des nombres réels et e(x) une fonction tendant vers 0
quand x tend vers x.
Remarque 6.15. Si on effectue le changement de variable u = x — gy, dans la
définition 4.5.1, on obtient
f(x) = flu+20) = ap + aru + agu® + - - - + a,u" + o(u"),

donc le développement limité de f au voisinage de xo se rameéne au développement
limité de g(u) = f(u+ x¢) au voisinage de 0.

Exemple 93.  Calculer le développement limité au voisinage de 1 d’ordre n de

f(z)=¢€". On pose u=x—1 et g(u) = f(u+ 1) on obtient

1 1
g(u) ="t =ec" =¢ 1+u+§u2+~-~+—'un+u"€(u)]a
n!

donc le développement limité de e* au voisinage de 1 est :

6$:6|:1+(:L‘—1)+%(ZL‘—1)2+---+%(ZL‘—1)”+(ZL‘—1)”6(:L‘—1):|.

Exemple 94.  Calculer le développement limité au voisinage de 2 d’ordre 3 de
f(z) =+/x. On pose u =1z —2 et g(u) = f(u+2) on obtient :

U 1 1 1
=/ =V =+1=V2 |14+ u— —u®>— —u?
g(u) U+ V2 5 T \/_[ + U g gt a(u)],

F'S de Meknes 111 M.RHOUDAF



M.RHOUDAF Analyse [

donc le développement limité de \/x au voisinage de 2 a l'ordre 3 est :

Ji=3 1—0—2(1’—2)——(1’—2)2—%(m—2)3+(x—2)36(3:—2) |

6.6.7 Développements limités au voisinage de I'infini

Si f est définie sur un intervalle de la forme [a, +oo[ (ou bien de la forme | — o0, al),

on se rameéne au voisinage de 0 en posant u = —. Ainsi, on dira que f admet un
x

1
développement limité d’ordre n au voisinage de l'infini si la fonction g(u) = f(—) admet

un  développement limité d’ordre n au voisinage de 0. Dans ce cas le développement
limité d’ordre n au voisinage de oo est donné par

a an, 1 1
f@)=ap+—+ o+t —e(-),
xr x xr xr

1
e(—) tendant vers 0 quand x tend vers l'infinie.
x

Exemple 95. Calculer le développement limité d’ordre 3 au voisinage de oo de

1 1
On pose u = — et g(u) = f(—), on se ramene alors au calcul du développement limité
u

de g(u) au voisinage de 0. On a

1
g(u) = 1_u:1+u—|—u2+u3+u38(u).

Par suite donc le développement limité de f(x) au voisinage de oo est

1 1 1 1 1
S T N i
fla)=1+—+ 5+ 5+ ()

6.7 Développements limités généralisés

Soit f une fonction définie dans un voisinage de zéro, sauf peut-étre en 0. Si f n’admet
pas de limite finie en 0 elle ne peut avoir de développement limité au voisinage de 0.
Mais il peut exister un entier naturel m tel que la fonction g(x) = 2™ f(x) tende vers
une limite finie quand x — 0 et admette un développement limité au voisinage de O :

2" f(x) = ag + a17 + agx® + - + a,z" + 2" (z),
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dans ce cas on a :
1
f(x) = :C—m(ao + a1z + apr® + -+ apa™) + 2 e ().

Cette derniere expression s’appelle développement limité généralisé de f au voisinage
de 0 d’ordre n —m.

Exzemple 96. La fonction f(x) =

5, n‘admet pas de limite finie en 0, donc elle
r—x

1
n‘admet pas de développement limité au voisinage de 0. Mais x f(x) = T2 possede
—

un  développement limité au voisinage de 0. Par exemple a ['ordre 3 on a
zf(x) =1+x+2° +2° + 2°(a),

d’ou le développement limité généralisé de f au voisinage de O d’ordre 2 est

1
f(z) = — 4+ 142+ 2% + 2%(2).
x

6.8 Applications des développements limités

6.8.1 Calculs des limites

Lorsqu’on veut calculer une limite et que les théoréemes généraux ne s’appliquent pas
parce qu’on a affaire a une forme indéterminée, un développement limité permet généralement
de trouver la réponse. Présentons cette technique essentielle sous forme d’exemples et
d’exercices.

Exzemple 97. Calculons la limite, quand x tend vers 0, de f(x) = % On a
ro(e* —

ing = 5 4 =] D o te li _ ]

sinx = x—g—i-x e(z), ¥ = 1+x+xe(x). Donc f(x) ~ 03 Par suite lin f(z) = ~5

o 1 1

Ezxemple 98. Calculons la limite, quand x tend vers 0, de f(r) = —5— — —-Ona

sin“x @
f(2) z? —sin’z :Ez—[x—%]Q
) =
(xsin x)? (zsinx)?

(sinx)?
A
3 1
a1
) 1
donc }:IL% flx) = 3
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arctg(r) — x

. On a

Exemple 99. Calculons la limite, quand x tend vers 0, de —

sin(z) — x cos(x)
.3

arctg(z) —x = 7 23ei (), et sin(x) — zcos(x) = (v —

On en déduit

%) —a(l— %) + aBey().

arctg(r) — x

— —1 lorsque z — 0.

f(x)
g(x)

au cas a = 0 en posant x = a + u, et en étudiant pour u — 0 la quantité

- [flx) \ \ ) .
Quand on cherche lim “——=, on se raménera encore a une étude au voisinage de 0,
T—>+00 g(,j(])

sin(z) — x cos(z)

PouUT x — @, ON Se ramenera

fla+u)
gla+u)

Rappelons que pour étudier une forme indéterminée

u

1
en posant x = —, et en étudiant pour u — 0, et u> 0.
u

Exemple 100. Calculons, si elle existe, la limite quand x tend vers + oo de

En utilisant la formule (1 +u)* =1+ au + ue(u) avec lir% €(u) =0, ona:
u—r

1
11 1 1\°¢ 1 1 1 1 (01 1
(142?)s—z3 = g3 ((1+?> — 1) = 3 <1+@ + ?61(3:) — 1) = 3 <@ - Pel(aj)

De méme :
daap =t ((142) 21) —ab (15 L L —1) = o (L 4+ Lt
)3 =ux . =z 5, T el =3 (-t el
ot lim €(z)= lim ey(x) =0. On en déduit :
T—+00 T—+00
(1+a2)s —a3 a5 (h+Lal@) Ltal)
(1+2)5 — a3 3 (5 + Lex()) 5+ €o(x)

Ce qui montre que la limite existe et vaut %

Exemple 101. Calculons, si elle existe, la limite quand x tend vers 0 de
(cos(x))32
C’est une forme indéterminée de la forme 1°°. On écrit

(cos(z)) 7 =en
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1
On est ramené d I'étude de —In(cos(x)) pour x — 0. Cest une forme indéterminée §.
T

[e=]

Effectuons un développement limité a l'ordre 2 de In(cos(x)) (pour x — 0).

In(1+u) = u + ueg (u)
u=-cos(r) —1= —x*+ zes(x)
ot lirf e1(z) = lirf ea(x) = 0. En composant les développements limités , on
T—r+00 T—r1+00
obtient :

In(cos(z)) = <__x2 + :c262(a:)) + 2° <_71 + eQ(x)) = _7332 + 2%e3(z)

1 1 1
ilir(l] o In(cos(x)) 5 et ilir(l](cos(:c)) 7
) zln chx ) , )
Exzemple 102. Calculer lim . Le numérateur et le dénominateur

a1 1+ xy/1 + x — esine

tendent vers 0, il convient donc de chercher leur développement limité a un ordre suffi-
sant pour que les fonctions polynomes obtenues ne soient pas nulles. Le développement

limité de \/1+ x a l'ordre 2 au point O est

1 1
Vitr=1+ 5%~ §x2 + 2%e(x).
Le développement limité de sinx au point 0 et a l'ordre 3 est sinx = x — %:p?’ + 23¢(x)
et celui de la fonction exponentielle est e =1+ x + %:p2 + %:p?’ +x3e(x). En composant
ces développements limités, nous obtenons :

; 1
S =1+x+ §x2 + 22e(x).

Notons D(x) = 14+x+/1 + x—e5"% le dénominateur de [’expression ; il vient le développement
limité a l'ordre 3 :

1 1 1
D(z) = (1 +x+ 53:2 — §x3> — (1 +x+ 5332) + 2€(z).

1
= —gsc?’ + 2e(z).
Le premier terme non nul de la partie polynome étant de degré 3, calculons également
a l'ordre 3 le développement limité du numérateur. Pour cela il suffit de calculer le
développement limité a [’ordre 2 de In chx. Nous connaissons les développements limités
a l'ordre 2 :

2

1
che =1+ % +2%e(x) et In(x+1)=z— 5:52 + 2%e(x).
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En composant ces développement limités, ce qui est possible car ch(0)—1 = 0, on trouve
L 5 2
Inchz =In(1+ (chz — 1)) = 3% + x%€1 ()

ot lil’r(l] e1(x) = 0. Nous avons alors
b d

xIn chx x3(% + €1(x)) %
D(x)  2(F) +e@) F)+e)

Dans la derniéere expression, le numérateur tend vers 5 quand x tend vers 0 et le
dénominateur tend vers %1, donc la limite cherchée est égale a —4.

21 +31 )"
Exercice 10. Calculer la limite de f(x) = ( ;r ) quand x tend vers +oo.
Posons
1
1 27 + 3%\ 1
o0 =15 = (257)
_y 2% 4+ 3°
et cherchons la limite de g(x) quand x tend vers 0. Quand x tend vers 0, tend

20 0

1 . :
vers = 1 et l'exposant — tend vers l'infini. Nous sommes en présence d’une
x

forme indéterminée. Rappelons que si a est un nombre réel positif, on a par définition
a® = e*™ pour tout x. Nous avons donc pour tout x

9T e(:vln2) et 3% = e(mlnB).

Pour calculer la limite de g(x), prenons le logarithme

Ing(z) = iln(? . LA %ln(h(x)).

ot h(x) = w.Ecm’vons le développement limité de la fonction h a l'ordre 1 au point
0, on a
@D — 1 4 2In2 + ze(x)

@) =1 4 21n3 4 ze(z)
donc il vient

In2-+1n3
_'_7

h(x) = )

(@) 4 (@) — x + ze(x)

DO | —

=1+ 11176 + ze(x) = 14 (InV6)z + ze(x).

FS de Meknes 116 M.RHOUDAF



M.RHOUDAF Analyse [

Puisque nous connaissons le développement limité de In(xz + 1) au point 0, écrivons
Inh(z) =In(1+ (h(z) — 1)) = In (1 + u(x))

ot u(x) = h(z) — 1 a pour limite 0 quand x tend vers 0. Or In(x + 1) = = +
ze(x) et wu(x) = (Inv6)x + ze(x). En composant ces développements limités, on
obtient
Inh(x) = In(1 +u(z)) = (InV6)z + ze(z).

1
NlvientIn g(x) = —Inh(z) = In V6+e(z) c’est a dire lin% Ing(z) = In V6. En composant

T T—r
avec la fonction exponentielle qui est continue sur R, nous obtenons enfin

hm f([L‘) = hm e(hlg(l‘)) — eln\/g _ \/6

r—+00 z—0

. <aals + br ) ’
hm s — .
r— 400 2

Ou les réels a et b vérifient : 0 < a < b.

FExercice 11. Calculer

2

1 n
FEzxercice 12.  Calculer la limite de la suite de terme général u, = <cos —) :
n

corrigé

La limite se présente sous la forme indéterminée 1°°. En prenant le logarithme, on

1
obtient la suite de terme général Inu, = n?Incos — dont nous allons calculer la limite.
n
2
Le développement limité de cosx—1 a l'ordre 2 au point 0 est cosz—1 = —% +2%e(x)
2
x
et celui de In(1 4+ x) est In(1 +z) = = — 5 * 2%e(z). Nous pouvons composer ces

développements limités, ce qui donne

2
Incosz =1In(1+ (cosz — 1)) = —% + 2%e(z)

1
ot liIT(l)a?(l‘) = 0. Remplagons x par — dans cette égalité et posons €, = 5(%) Nous
T— n

obtenons

1 1
Incos — =

—— + —£,.
n 2n2  n?

Puisque n tend vers +oo, la suite % a pour limite 0, donc (propriété de la fonction €)

la suite €, a pour limite 0. En passant a la limite, on obtient lim Inwu, = —. Puisque
n—-+4oo 2

la fonction exponentielle est continue sur R, il vient

NI

lim u, =e~

1
n——+oo %
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6.8.2 Calcul des dérivées n'“"** en un point :

Pour une fonction f qui est de classe C™, pour un certain entier n > 1, admet un
développement limité a ['ordre n au point a qui s’écrit :

f”(a) f"™(a)

21 n!

f(x) = fla) + f(a)(z —a) + (x—a)’+ -+ (z —a)" + (z — a)"e(2).

St l’on peut calculer ce développement limité , alors on déduit les valeurs des dérivées

f'(a), f(a) - f™)(a).

Exemple 103. Calculer la valeur en 0 des quatres premiéres dérivées de _ s
cos T L+z+a?
Posons f(r) = ———— et cherchons le développement limité de f a l'ordre 4 au
1+ x+ 22

point 0. Puisque le développement limité de cosx a ['ordre 4 au point 0 est cosx =

2 ot

1—§+J+:c4e(:c), nous devons calculer le quotient a ['ordre 4 de la division euclidienne
' ' 2 4
sutwant les puissances croissantes de 1 — o7 =+ a0 par 1+ x + 22, On trouve ainsi
1 23
fley=1—2— 5202 — ﬁx‘l + zte(x).

La fonction f est classe C*, par conséquent le développement limité de f a l'ordre 4
au point O est aussi

f"(a) fW(a)

f{a) D —ap+ I o= a) (e —a) (o).

2!

f(@) = fla)+f'(a)(z—a)+ (z—a)*+

D’apres l'unicité du développement limité , on déduit des égalités ci dessus que :

PO ) 1 pr0) 3 f@0) 23
O =L =L =33 3 1 ~ o

On a donc f'(0) = —1, f7(0) = —1, f3(0) = 9, fH(0) = —23.

6.8.3 Calcul des coefficients d’une décomposition en éléments
simples d’une fraction rationnelle

Lorsque on décompose en éléments simple une fraction rationnelle dans R[X], on se
retrouve face au probleme de calcul des coefficients réels de cette décomposition. Plu-
steurs techniques ont été étudiées et appliquées en algebre. Ici on va voir comment les
développements limités permettent de trouver ces constantes pour quelques fractions
particulieres. Illustrons ce propos sous forme d’exemples et d’exercices.

—5X3+2X? -8
Exercice 13. Décomposons la fraction rationnelle F(X) = X3(§( 0

sur IR.
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corrigé

Le théoréeme de décomposition sur IR permet d’écrire

Ou les quatres coefficients Ay, As, Az, Ay sont inconnues et a trouver. On peut appliquer
les techniques appris en algébre pour calculer ces coefficients, mais regardons de pres
ce qui ce passe quand on multiplie F' par X3.

—5X3 +2X? -8
X3F(X) = X+ . = A+ A X + AsX? + X? x XF15X),
ot la fraction F1(X) = XAfl est définie au voisinage de 0. Cette derniere égalité est

donc le développement limité a 'ordre 2 au voisinage de zéro de

—5X% +2X? -8 8-2X%45X°
X -1 - -X+1

Donc on calcul les trois coefficients Ay, Ay et As en effectuant un développement limité
de X3F(X) en 0 a lordre 2, grace a l'unicité du développement limité . On a

8 — 2X% 4 5X°
- ++1 — (8= 207)(1+ X + X?) + X%(X),

avec €(X) tend vers 0 quand X tend vers 0. D’ou
8 —2X? +5X3

-X+1
donc Ay =8 Ay =8 et Az = 6. Par suite

=8+ 8X +6X* + X?%(X),

Le dernier coefficient Ay est obtenu par les méthodes habituelles.
Ezxercice 14. Soit la fraction rationnelle

(X? — X +1)?

F =
X3(X — 1)3

1. Comparer F(X) et F(1—X). En déduire des relation entre les coefficients inter-
venant dans la décomposition en éléments simple de F.

2. Donner le développement limité a l’ordre 2, au voisinage de zéro, de la fonction

(22 — x4+ 1)?

3. En déduire la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle F.
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corrigé

1. La fraction admet 0 et 1 comme pole triples. Sa décomposition en éléments
simples est de la forme (voir cours d’algébre pour plus de précisions).

a1 a2 a3 by by b3
F(X)=—=4+—+4+— .
=Xt x i - &1

De cette écriture on déduit la relation F(1 — X) = F(X) et lunicité de la
décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle permet d’affirmer
que :

by = —a1; by =ay; b3=—as.

2. On a
g(x) = —(1-224+32* 223 +2*) (1—-2)® = —(1-20+32 +2%¢(2)) (14+32+62+27€(T)).

Soit
g(x) = =1 —z — 32% + 2%¢(x).

3. On a g(xr) =23F(z), donc
3 3 3

5 x x
= b b b .
9(x) = a12” + axx + as + it 2(x—1)2+ JEEE

Le développement limité de la fonction g a l'ordre deux en zéro s’écrit sous la
forme
g(z) = a2 + axx + as.

De l'unicité du développement limité d’une fonction en un point, on déduit que
—3=a;; —-l=ay; —1=as.
Enfin les considérations de la question 1 donnent

bl = 3, bz = —]_, bg =1.

Finalement
-3 -1 -1 3 —1 1
FX)=—4 —=+— .
M=yt iy T  xo1y
Fxercice 15. 1. Déterminer le développement limité a ['ordre 5 au voisinage de 0
. zt+ a2t 41
de la fonction x — ———.
(1+ 22)?

2. le but de cette question est d’utiliser le résultat précédent pour déterminer la
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décomposition en éléments simples dans R[X] de la fraction rationnelle
X'+ X4
X514 a22)2
a) Préciser la forme de la décomposition de F.

b) De la forme précédente déduire un développement limité a l'ordre 5 en 0 de
25F (z). En déduire certains coefficients de la décomposition recherchée.

c) Achever le calcul de la décomposition.

corrigé

4 3 1
% =1—22% 4+ 2% + 42 — 22° + 2%¢(2),

ot €(x) tend vers zéro quand x tend vers zéro.

a)
a b c d e f gX+h kX+1,
F=—+4+ — 4 — 4 — 4+ — 4=
X6+X5+X4+X3+X2+X+X2+1+(X2+1)’

les coefficients de la décomposition étant des réels.

b)

F (z) = a + bx + cx® + da® + ex® + f2° + 2°¢(w),
en déduita=1,b=0,c=—-2,d=1,e=4,f — 2.

¢)
oo L 2 1 4 2+2X—4+2X—4)2
X6 X4 X3 X2 X X241 (X241

F'S de Meknes 121 M.RHOUDAF






Courbes Parameétrées

7.1 Définition

Soient f et g deux applications définies sur le méme sous ensemble I de R. Le point
M(t) de coordonnées (f(t),g(t)) décrit un sous ensemble (C') du plan lorsque t décrit
I. (C) est une courbe du plan. L’application M : t — M(t) de I sur (C) est un
paramétrage de la courbe (C) et les équations

x = f(t)
y = g(t)

définissent une représentation paramétrique de (C).

7.2 Plan d’étude d’une courbe paramétrée

7.2.1 Domaine de définition et dérivabilité
Le domaine de définition, noté D, sera ['intersection des domaines de définition de x

et y, notés D, et D, respectivement. Cela définit une courbe uniquement si D est un
intervalle ou une réunion d’intervalles disjoints.

7.2.2 Réduction du domaine d’étude

Pour réduire le domaine d’étude on va étudier la périodicité de la courbe paramétrée,
regarder s’il existe une isométrie qui caractérise cette courbe.
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Périodicité : Soient les fonctions périodiques x et y admettant une période commune.
Notons T, cette période commune positive la plus petite de x et y, on a alors vVt € D :

Pourt € [a,a+ T, la courbe est entierement décrite (a € R fixé ).

Isométries : Les courbes paramétrées sont souvent invariantes par certaines isométries
du plan.

Ainsi on a :

- Symétrie par rapport a Uorigine : S(z,y) = (—z, —y)

- Symétrie par rapport a l'aze des ordonnés : S(x,y) = (—x,y)

- Symétrie par rapport a laze des abscisses : S(x,y) = (x, —y)

- Symétrie par rapport a la droite y =z : S(z,y) = (y, )

- Symétrie par rapport a la droite y = —x : S(x,y) = (y, x)

- Symétrie par rapport a Uorigine : S(z,y) = (—y, —x)

- Rotation d’angle & et de centre 0 : S(z,y) = (—y, z)

- Rotation d’angle =* et de centre 6 : S(z,y) = (y, —)

Plus généralement S(x,y) = (a — x,b —y) est la symétrie par rapport au point (3, g)

7.2.3 Etude des variations de x et y

On construit ensuite un tableau de variations pour avoir une idée de l'allure de la
courbe (C). On obtient ainsi un tableau comme ci-dessous :
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t Domainede

z Signe : + ou -

x JSou N
y'(t) Signe : + ou -
y(t) Jou N

C Sou N\ ou S ou N

Explication des variations de C' :

t
A PAPARIAY
Y1 NN
Cl/AININ Y

7.2.4 Etude des branches infinies

Les branches infinies correspondent au comportement de la courbe lorsqu’elle tend vers
+00 quand t tend vers un ty fini ou non.
On a alors plusieurs cas possibles :

Asymptote horizontale :

Quand x tend vers oo et y tend vers yqy lorsque t tend vers ty, alors on a une asymptote
horizontale.

La position de la courbe (C) par rapport a l'asymptote est donnée par le signe de
y(t) = yo.

Si Uexpression est strictement supérieure a zéro, alors la courbe est au dessus de
l'asymptote, sinon elle est en dessous.

Si l’expression est nulle alors la courbe va couper l’asymptote.

L’équation de l'asymptote est alors y = 1o

Asymptote verticale :
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Quand x tend vers xy et y tend vers oo lorsque t tend vers ty, alors on a une asymptote
verticale.

La position de la courbe (C) par rapport a l'asymptote est donnée par le signe de
x(t) — zo.

Si Uexpression est strictement supérieure a zéro, alors la courbe est a droite de I’asymp-
tote, sinon elle est a gauche.

Si l'expression est nulle alors la courbe va couper l’asymptote.

L’équation de 'asymptote est alors x = xy.

Asymptote oblique :

Quand x tend vers oo ety tend vers oo lorsque t tend vers ty alors on a une asymptote
oblique.

Si % possede une limite finie non nulle a et y(t) — ax(t) posseéde une limite finie b
alors la courbe admet la droite y = ax + b comme asymptote oblique. La position de la
courbe (C) par rapport a l'asymptote dépend du signe de y(t) — ax(t) — b.

Si 'expression est strictement supérieure a zéro, alors la courbe est au dessus de
I’asymptote, sinon elle est en dessous.

S1 l'expression est nulle alors la courbe va couper l’asymptote.

S7il n’existe pas d’asymptote alors on peut avoir :

Direction asymptotique :

Quand % tend vers 0 alors on a une direction asymptotique dans la direction O,.
Quand % tend vers oo alors on a une direction asymptotique dans la direction O,,.
Courbe asymptotique :

Quand % tend vers a, a = tanf et y — ax n’a pas de limite lorsque t tend vers tg,

alors on a une courbe asymptotique d’angle 6.

Branche parabolique :

Quand % tend vers a, a = tan@ et y — ax tend vers oo tend vers ty, alors la courbe
(C) admet une branche parabolique d’angle 0.

7.2.5 Etude des points particuliers

1l existe plusieurs types de points particuliers :

— Les points qui sont situés a lintersection de la courbe et de l'aze Oy ou O,.
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Pour les trouver on cherche les valeurs de t qui annulent x ou y.

— Les points qui sont situés a l’intersection de la courbe et d’une asymptote.
On cherche les points qui annulent l’asymptote. Par exemple si on a y = ax + b, on
cherche les points qui annulent y — ax — b.

— Les point stationnaires de la courbe.
Pour cela on cherche les valeurs de t pour lesquelles x'(t) = 0 et y'(t) = 0.

— Les points multiples de la courbe.
Ce sont les points ou la courbe se recoupe. Par exemple pour la recherche de points
doubles, on cherche ty et ty tels que

y(t1) = y(ta)

{ z(t)) = x(ts)

Il est généralement difficile voire infaisable de calculer les points multiples. Il est plus
facile de procéder par étude graphique. Pour cela nous allons continuer [’étude.

7.2.6 Etude de la convexité

Nous allons étudier la convexité de la courbe. Pour cela nous avons besoin de calculer
le vecteur vitesse :

et le vitesse accélération :

Si ces deux vecteurs forment un repére direct alors la courbe est convexe, sinon elle est
concave.

Cependant si on parcourt la courbe de droite a gauche et non de gauche a droite, elle
devient concave pour un repére direct et convexe pour un repére indirect.

Pour savoir si on a un repére direct ou indirect on calcule le déterminant de :

w'(t) 2" (t)

y'(t) v ()

Si le déterminant est strictement supérieur a zéro, alors la courbe est convexe, s’il est
strictement inférieur a zéro, alors la courbe est concave et si le déterminant est nul,
alors on devrait avoir un point d’inflexion.
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7.2.7 Tracage de la courbe

On commence par placer sur le dessin les points a tangentes verticales ou horizontales.
Ensuite les points singuliers (avec leurs tangentes), les points particuliers obtenus et
les branches infinies. On joint ensuite les points a l'aide du tableau de variation.

7.3 Exemple

Domaine de définition et dérivabilité :

Les deuz fonctions z(t) et y(t) sont des sommes et composées de fonctions polynomiales
C>® sur R\{0}. Elles sont donc C*> sur R\{0}.

Réduction du domaine d’étude :

En posant t = ;—,1, on obtient une nouvelle paramétrisation de la méme courbe.

—1 —1
! (7) = =)
—1 1
o(F) ==

Comme tt' = —1, le point
est le symétrique du point
par rapport a la premiere bissectrice.

Donc la courbe admet la premiere bissectrice comme azxe de symétrie.
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Etude des variations de x et y :

On a:

2
r(t)=1- 3 qui s’annule pour t = v/2

y'(t) =2t + o qui s’annule pour t = —

/2
On obtient le tableaw de variations sutvant :

Etude des branches infinies :

La courbe admet des branches infinies lorsque t tend vers oo et lorsque t tend vers
0_ et 0+.
y(t) 2

Regardons la limite en +00 de v im0 lim £ = 400
() " 5400 () 4 oqoo t

Or x(t) n’a pas de limite lorsque t tend vers +00. On en déduit que la courbe admet
une branche parabolique pour t — 400

Quand t tend vers +oo, t% et _71 ~ 0. On regarde donc la courbe :

L’allure de la courbe est proche de celle d’une parabole.
De méme quand t est tres petit on obtient une parabole couchée.

7.3.1 Une étude complete

Exemple Construire la courbe

3
") =g
(3t —2)

Solution. On note C la courbe a construire.

— Domaine d’étude.
Pour t € R, le point M(t) est défini si et seulement si t # +1. Aucune réduction
intéressante du domaine n’apparait clairement et on étudie donc sur D = R\{—1,1}.
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- Variations conjointes des coordonnées.
La fonction x est dérivable sur D et, pourt € D,

(17 —1) —t3(2t)  t*(* - 3)
(12 —1)2 (2 -1)27

La fonction x est donc strictement croissante sur | — oo, —/3] et sur [v/3,+oc[ et
strictement décroissante sur [—/3, —1[, sur | — 1,1] et sur ]1,++/3[.

T'(t) =

La fonction y est dérivable sur D U{—1} et, pourt € DU{—1},

(6t —2)(t—1)— (3t —2t)  3t> — 61 +2
3(t—1)2 C3(t—1)2

y'(t) =

La fonction y est donc strictement cmz’ssante sur|—oo,1— %] et sur [1+ 2=, +o0],

/3’
strictement décroissante sur [1 — ==, 1[ et sur |1,1+

7 vl

Les fonctions x' et y' ne s’annulent jamais simultanément et la courbe est donc

régulicre. La tangente en un point M (t) est dirigée par le vecteur dérivé (tégii)‘?, 352(;6{5;;2)

ou encore par le vecteur (3té$21;23) , 32 — 6t + 2).

— Tangentes parallj “les aux azxes.
y' s’annule en 1 — % et ljr %; En les points M(1 — %) et M(1+ %), la courbe
admet une tangente parallAle A (Oz). On a

o(1=35) = (1= 3) (= 3) 1) = (= F+3-35)/ (5

:%(6\/5—1@ <—6—\/§):%=—0,09---,

)_6\/5—10
- —6+/3

W=

et de meme,

(1) =1 5) (1-3-3)/ (5) = (V1) () = 20 o

Puis, par un calcul conjugué (c’est-a -dire en remplacant /3 par —/3 au début de
calcul), on aa:(1+%) = 42*%/3 =2,63... ety(1+%) = 4*?)—\/3 =2,48...

2’ s’annule en 0, V/3 et —/3. En les points M(0) = (0,0), M(v/3) = (T\/_, 6‘/_) =
(2,59...,2,52...) et M(—V/3) = (=22, 2008) = (=2,50...,—1,52..), il y a une
tangente parallA le A (Oy).

~ Etude en linfini.

Quand t tend vers +o0o, z(t) et y(t) tendent toutes deux vers +oo et il y a donc une
branche infinie. Meme chose quand t tend vers —oo.
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Etudions limy_, 4o % Pourt e D\ {0},

y(t)  t(3t—2) -1 (3t—2)(t+1)
z(t)  3(t—1) e T 3t2

Cette expression tend vers 1 quand t tend vers +00 ou vers —oo.
Pourt e D,

(3t —-2) o tBt=2)(t+1) =32  * =2t
Y=ol =S TEST T T sgoDus D) 3G DEr D)

Cette expression tend vers % quand t tend vers 400 ou vers —oo. Ainsi,

lim (y(t) — (z(t) + £)) = 0.

t—+oo

Quand t tend vers +00 ou vers —oo, la droite A d’équation y = x + % est donc
asymptote A la courbe.

4 : . . 1y _ _ t?2—2t _ 1 _
FEtudions la position relative de C et A. Pourt € D, y(t)— (l’(t)+§) = D) 3
—2t+1
3(t—1)(t+1) °
t —00 —1 1 1 +o00
signe de y(t) — (z(t) + %) + — + —
position C au-dessus C en-dessous C au-dessus C en-dessous
relative de A de A de A de A

C et A se coupent au point M(1/2) = (-1/6,1/6) = (—=0,16...,0,16...).
~ Ftude en t = —1.
Quand t tend vers —1, y(t) tend vers —5/6, et x(t) tend vers —oo en —17 et vers

+oo en —17. La droite d’équation y = —% est asymptote a C. La position relative
est fournie par le signe de y(t) + % = 6(22(;:'51—)5 = (tt;&(fi)_‘:’).

— Etude en t = 1.
Quand t tend vers 1, x et y tendent vers l'infini, % = % tend vers % et
y(t) — 2a(t) = t;z;i*jt = é((ifl)) tend vers 1. La droite d’équation y = 3z + § est

asymptote a la courbe. La position relative est fournie par le signe de y(t) — (%x(t) +
l) _ 2243 _ (t=1)(2t+3)
2) T T6(t+D) | 6(t+D) o

— Tableau de variations conjointes.
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oo -3 -1 1- = 1 1+ /3 +00
' (t) + - - - +
—2,59... oo +o00 400
: N T T S
00 —00 —00 2,59
0,17. .. oo oo
| oo 2 9,48.7.
y'(t) + - - +

— Intersection avec les axes.
x(t) = 0 équivaut a t = 0. La courbe coupe (Oy) au point M(0) = (0,0). y(t) =
équivaut a t = 0 ou t = 3. La courbe coupe (Ox) au point M(0) = (0,0) et M(3)
(_%7 )

— Tracé de la courbe.
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7.3.2 Une courbe de Lissajous

x = sin(2t)

Np— de la famille des courbes de Lissajous.

Exemple Construire la courbe {

Solution.

- Domaine d’étude. Pour tout réelt, M(t) existe et M(t+2m) = M(t). On obtient
la courbe compléte quand t décrit [—m, 7].
Pourt € [—m, 7|, M(—t) = so(M(t)), puis pour t € [0, 7], M(m —t) = s, (M(t)).
On étudie et on construit l'arc quandt décrit [0, 5], puis on obtient la courbe compleéte
par réflezion d’axe (Oy) puis par symétrie centrale de centre O. Puisque, pour tout
réelt, M(t4+m) = soq)(M(t)), lave (Ox) est également axe de symétrie de la courbe.

— Localisation. Pour tout réel t, |x(t)] <1 et |y(t)] < 1. Le support de la courbe est
donc contenu dans le carré {(z,y) € R? | |z| <1 et|y| <1}.

- Variations conjointes. D’apres les propriétés usuelles de la fonction sinus, la

fonction x est croissante sur [0, 7] et décroissante sur |7, 3] ; et de meme, la fonction
; s 5 ; m™ T
y croit sur [0, ] et décroit sur [§, 7).

— Vecteur dérivé et tangente.

~ Pourt € [0,5], %(t) = (2cos(2t), 3 cos(3t)). Par suite :

dMdt

(1) =0 < cos(2t) = cos(3t) =0 < t € (Z+2Z) N (

dMd
Donc M ne s’annule pas et la courbe est régulicre. La tangente en tout point est

dirigée par le vecteur (2 cos(2t),3 cos(3t)).

— Cette tangente est paralléle a (Ox) si et seulement si cos(3t) = 0 ou encore
te€ g +3Z ouenfint=7% ett =7, et cette tangente est parallele a (Oy) si et
seulement si cos(2t) = 0 ou encore t € 7 + TZ ou enfint = .

— La tangente en M(0) est dirigée par le vecteur (2,3) et a donc pour coefficient
directeur 3/2.

~ Pourt € [0,%], M(t) € (Ox) si et seulement si sin(3t) = 0 ou encore t € 7 ou
enfint =0 out = %. La tangente en M(w/3) est dirigée par le vecteur (—1,—3)
et a donc pour coefficient directeur 3.
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7.3.3 Le folium de Descartes

1l existe d’autres facons de définir une courbe, par exemple par une équation cartésienne
du type f(x,y) = 0. Par exemple, (x* +y* — 1 = 0) définit le cercle de rayon 1, centré
a l'origine.

Pour étudier les équations f(x,y) = 0, il nous manque un cours sur les fonctions de
deuz variables. Néanmoins, il est possible des a présent de construire de telles courbes
en trouvant une paramétrisation. Une idée (parmi tant d’autres), fréquemment utilisée
en pratique, est de chercher 'intersection de la courbe avec toutes les droites passant

par 'origine comme le montre le dessin suwivant. Ceci revient en gros a prendre comme
parametre le réel t = 2.

y=tx
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Exemple Construire le folium de Descartes C d’équation 2® + y> — 3axy = 0, a étant
un réel strictement positif donné.

Solution.

Commencons par montrer que l'intersection de la courbe avec l’axe des ordonnées est
réduita [’origine :

M(z,y) €CN(Oy) < 2*+y* —3azy =0 et 2 =0 < 2=y=0.

Soient t € R et D, la droite d’équation (y = tx). Cherchons l'intersection de cette
droite D; avec notre courbe C :

x #0 x#0
M(z,y) e D:NC\ (Oy) <= [ y=tz = ( y=tx
23+ 132% — 3atx® =0 (1+t3)x — 3at =0
x#0 = 3at
= { T= ﬁftia pourt ¢ {—1} < { Y- W pourt ¢ {—1,0}.
y=1iim e

Ainsi C est la réunion de {O} et de l'ensemble des points (1?:3:3, fi’;), t ¢ {—1,0}.

D’autre part les droites D_1 et Dy n’ont qu’un point commun avec C, a savoir le point
O. Comme t = 0 refournit le point O, on a plus simplement :

3at  3at?
CI{(ﬁﬁ) | tER\H}}-

Une paramétrisation de la courbe est donc

3at
x(t) = o
L 3at?
t) =
y(t) 143

Apres étude, on obtient le graphe suivant :
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Séries et Examens

Université Molay 1ssmail Module Analyse I
FS de Meknes Filiere SMPC' I /2015-2016

Série de TD N°1

FExercice 1

1) Les ensembles suivants ont-ils une borne supérieure, un mazximum , une borne
inférieure, un minimum ?

A= (=30, B={0}U—21], C=]—o00:0]. D:{%;neN*}

2) Soit E un sous-ensemble non vide et bornée de R. Montrer (par l’absurde) que pour
tout € > 0 il existe un xo € E tel que supE < xg+ ¢
3) Déduire que :

Ve >0 dzg € F tel que supF —e < xy < supE

Exercice 2
1) En utilisant la définition de la limite d’une suite montrer que :

2 2n?
a) lim —=0. b) lim " +3:2. ¢) lim 3y/n=+4o0 .

n——+oo N2 n—+oo N2+ 1 n——4o00

2) On considére la suite définie par :

9
Un+1:6—u—
n

U0:7
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a) Montrer que u,, > 3 et déduire sa nature.

1
b) Montrer que la suite a,, = est une suite arithmétique dont on donnera
u —
l’expression en fonction de n. En déduire u, en fonction de n.

FExercice 3

Déterminer la limite, si celle-ci existe, des suites (u,) suivantes :

) Uy =———" bu,=vVni4+n+1—vn2—n+1
) 3"+(1—22” ) ) ) )
c) Uy (1+n) d) up, 11+22+ +n" Vn >1

Ezxercice 4 Soient a >0 et
U, = (1 +a)(1+a®)...(1+a")

a) Montrer que si a > 1 alors u, — +o0.
b) On suppose 0 < a < 1. Montrer que la suite (u,) est convergente. On pourra exploi-
ter la magjoration 1 + x < e® wvalable pour tout x € R.

FEzxercice 5 On considére la suite récurrente.

= 3

T

1) FEtudier f et le signe de f(x) — x, en déduire les limites possible de w,,.
2) On suppose que 0 < uy < i.

Montrer que 0 < u, < i et qu’elle est croissante, en déduire sa limite.

3) On suppose & < ug < 2. Montrer que (u,) est décroissante et minorée. Quelle
est la nature de (u,) ?

4) On suppose ug > 3/4. Montrer que (u,) est croissante. Quelle est la nature de
(un) (si elle est convergente, préciser sa limite) ¢

Ezercice 6 a) Pour (a,b) € R™2, établir :
2v/ab <a+b

b) On considére les suites de réels positifs (u,) et (v,) définies par

Uy + Uy,
2

Uy =a,v9g =">b et Vn € Ny u, 11 = \/UpUp, Upi1 =

Montrer que, pour tout n > 1, u, < vy, Uy < Upiq €t Vpy1 < Uy
c) Etablir que (u,) et (v,) convergent vers une méme limite.

Exercice 7 On considére la suite (u,,) déterminée par :ug = 2 etVn € N w,q = 1+ui
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a.) Etudier la fonction f:x — 1+ L.
En déduire que pour tout n € N u,, est défénit et % < u, <2.

b.) Montrer que : Vn > 1 |unp1 — | < 5ltn — tn-1]

c.) Montrer que la fonction fof est croissante sur l'intervalle |0; +o00] .
En déduire que les suites (ugp) et (ugpr1) sont adjacentes; calculer leur limite
commune [.

d.) Montrer qu'on a ¥n > 1 |unp — 1| < 5lu, — 1

Ezxercice 8 Montrer que la suite (u,), définie par

1
{ o = 3 (8.1)

Un+1 = (1 — 'LLn)2 .

est divergente.
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Unwwversité Molay Issmail Module Analyse I
FS de Meknes Filiere SMPC' I /2015-2016

Série de TD N°2

FExercice 1

1. Déterminer l’ensemble de définition des fonctions suivantes

a) f(2)=Va® 4w +3; b) fr)=2n; o) f(z) = 25,

2. Déterminer la parité des fonctions suivantes

& =

o) fo) =228 0) f(z)=ln(z+VItaD);
O fl@) =25 d) fa)=In| "

1l—=x

Fxercice 2

1. Calculer les limites suivantes, lorsque celles-ci existent :

1 —v1- : 1
a) lim Vite-vi-w . b) lim e @) ; ¢)lim (z+1)= .

z—0 xX r—>—400 z—0

2. Dterminer les limites suivantes, lorsque celles-ci existent :

1 1 1
a) lim {—} ;b)) limx {—} ¢) lim z {—}
z—0t | T z—0 | o z—to0 | X

FExercice 3
1. Soit f: R — R, définie par

x
€T) =
o) =
2. Montrer que [ réalise une bijection de R vers | —1,1]

3. Déterminer, pour y €] — 1,1[ une expression de f~1(y) analogue a celle de f(x)

Exercice

1. Soit f:[0,1] — [0,1] continue. Montrer que f admet un point fize.

2. Soit f : [a,b] = R continue.
a) Montrer que si f ([a,b]) C [a,b] alors f admet un point fize.
b) Montrer que si [a,b] C f([a,b]) alors f admet un point fize.

Fxercice 5

Soit f: R — R, telle que
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1. Montrer que f n’est pas continue en 0.

2. On consideére la fonction g () = xf (x), montrer que g est continue en 0.
Ezercice 6 Soit f : [0, +oo] — [0, 400 continue, telle que

lim @:f<1

Tr—+00 €T

Montrer qu’il existe o € [0, +o0] tel que f(a) = a.

(Indication : Remarquer que si f(0) # 0 alors lir% @ = +oo)
T—

FExercice 7

1. Montrer que U'équation x7 + 3z* —x — 1 = 0 admet au moins une solution dans
10, 1].
2. Montrer que I’équation In (23 + 2? + x — 3) = 0 admet une solution unique dans
11,2].
FExercice 8
Soit f une fonction réelle définie sur R.
On suppose qu’il existe un nombre réel k € 10, 1]
tel que
£ (@) = F (@) < ko — /|, Va,o/ €R.

1. Montrer que f est continue sur R.
2. Soit a € R. On définit la suite (x,), par :

{ Ty = a,
Tpy1 = f (xn> :
a) Montrer que la suite (x,,), converge vers un réell € R.

b) Montrer que l = f(I).
Ezxercice 9 (Facultatif)

1. Soit f : R — R une fonction continue et bornée. Montrer qu’elle a un point fixe.

2. Soit f : R — R une fonction continue et périodique. Montrer qu’elle est bornée.
En déduire qu’elle admet un point fize.

3. Soit [ :[0,400] = R une fonction continue possédant une limite finie { en +oc.
Montrer qu’elle est bornée.
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Unwwversité Molay Issmail Module Analyse I
FS de Meknes Filiere SMPC' I /2015-2016

Série de TD N°3

FEzxercice 1

Soit f : R* — R, définie par f(x) = 2?sin +
1. Montrer que f admet un prolongement par continuité en 0, noté g.
2. Montrer que g est dérivable sur R
3. Montrer que g’ n’est pas continue en 0.

Exercice 2 Soit la fonction f définie par f(x) = ar’ctan(%).

Donner le domaine de définition de f.

. Déterminer lim f(x).
T—+00

. Ftudier la dérivabilité o droite en 0.

. Montrer que f définit une bijection entre [1,400] et un intervelle J qu’on déterminera.

1.
2
3
4. Ftudier les variations de f.
5
6. Montrer que l’équation f(x) = x admet une solution unique o dans [1,2].
7

. En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que
1
vre 1,2, |f(z)—al < {lo—al

( On donne arctan(%) ~0,76).

FExercice 3

1. A Uaide du théoréme des accroissements finis, calculer lim ((:p + 1)6#1 — xe%)
T—+00

2. Montrer les encadrements suivants :
2
a) Ve eR, 14+zx<e"< 1+x+%e|“”|.

2 2 .3
b) Vo >0, x—%<ln(1+x)<x—%+%.

Exercice 4

a) Soit f une fonction définie et continue sur [0, +ool, dérivable sur |0, +oo] et
vérifiant f (0) = 0. Montrer que si f' (x) est croissante, il en est de méme

/(@)

pour

b) Soit f une fonction dérivable sur R telle que f (0) =0 et Ve >0, f (z) > z.
Montrer que f'(0) > 1. Montrer que, Yx € ]0,+o0[, il existe ¢ € |0, x| tel
que f'(c) > 1.
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c¢) Soit f une fonction de classe C* sur [0,1] telle que f(0) =0 et Vx € [0, 1],

f'(x) > 0. Montrer qu’il existe un réel m strictement positif tel que Vx €
[0,1], f (z) = ma.

FEzxercice 5 Déterminer le développement limité des fonctions suivantes :

In(1 In(1
a) In(1+ ) en 0 a lordre 4; b) arctan (M) en 0 a lordre 4.
1+z +z

¢) vV alordre 3en 2, d) In(x+V1+22) —In(x) a lordre 4 en + oo

Ezxercice 6 Calculer les limites suivantes en utilisant les développements limités :

a) lim — (0052<x> +2) ; b) lim (1 + x)
z—0 T z—0

)1 e" —r—1Y\
“ 250 sin®(z) )’

Exercice 7 Soit [ la fonction définie sur |

8=

— 5.5 par f(x) = 2tanx — x.
a) Montrer que f admet une fonction réciproque de classe C*.

b) Justifier que f~est impaire.

c) Donner le développement limitée de f~' a lordre 6 en 0.
Ezercice 8 Soit f une fonction de classe C? de lintervalle [0,1] dans R vérifiant
f(0)=0.

1.

Soitn € N* et p € {1,2,...,n}. Ecrire la formule de Taylor-Young de f a l'ordre
2 au point 5.

n

> f(&). Montrer que

p=1

2. On considére la suite (uy,), ; u,

:n+1f,<0)+(n+1)(2n—|—1)

@
= o o O+ B,

R, a déterminer.

1
3. Montrer que lim u,, = §f/ (0).

n—-+o0o
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Unwversité Molay Ismail Module Analyse I
FS de Meknes Filiere SMPC' I /2014-2015
EXAMEN

Durée : 1 heure 30 mn
Documents, calculatrices et téléphones interdits.

Exercice 1(3pts)
1) Donner la définition de deux suites adjacentes .

2) Enoncer le théoréme de Rolle, en donnant précisément les hypothéses et la conclu-
si0M.

Exercice 2(5 pts)

Soit f(x) =vV1+z
1) En appliquant le théoréme des A. F. montrer que :
Vo >0, 5575 <log f(z) < 3.

2) Donner le développement limité de f au voisinage de 0 a l’ordre 2.

3) Déduire la limite de :

. V1+az—e"+ 3z
lim

z—0 3;‘2
PROBLEME (13 pts)

e$

x+3
1) Donner le domaine de définition de f et Montrer que :

Soit f la fonction définie par f(zx) =

Ve €[0,1] ona: f'(x)>0.

2) Déduire que :

Ve el0,1] ona: =< f'(z) <

NN \V)
] w

3) Déterminer l'image de l'intervalle [0, 1] par f.

4) Montrer que l’équation f(z) = x admet une solution unique o sur [0, 1]. Soit (u,,)
la suite numérique définie par :

1
u =g et Upi1 = f(uy)
5) Montrer que si (u,) converge alors sa limite est «.. (a étant le point fixe de f sur

0,1]).

6) Montrer que u, € [0,1] ¥n € N.
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7) En utilisant que oo = f(«), montrer que :
3
Vn e N jup —al < Z|un—a|
8) Déduire que
3\" 1
up—al < (2) |5 —
Vn e N:|u, —al < (4) |3 al
et que (u,) converge vers c.
9) Déterminer un rang d partir duquel |u, — a| < 1073
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Unwversité Molay Ismail Module Analyse I
FS de Meknes Filiere SMPC' I /2014-2015

Examen de Rattrapage
Durée : 1 heure 30 mn
Documents, calculatrices et téléphones interdits.

Exercice 1(6pts)

Soit la fonction réelle définie par :

1) Déterminer Dy , le domaine de définition de f .

2) Montrer que la fonction f est bijective en précisant son ensemble de départ et
son ensemble d’arrivée.

8) Déterminer sa fonction réciproque f=*.

Exercice 2(6pts)

1) Enoncer le théoreme des accroissements finis.

2) Montrer que pour tout x > 0,

1
T2 <ln(1+x)—ln(:p)<;

. I
lim (1 + —) )
Tr—+00 €T

3) Déduire la limite de :

PROBLEME (8 pts)

Soit la fonction numérique définie sur R par :
flx)=2"—x—1

1) Montrer que l’équation f(x) = 0 admet une solution unique o qui appartient a
[1,2].

Soit g la fonction définie sur [, 2] par

@
M= )

2) Montrer que g est croissante sur [« 2].
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3) En déduire que l'image de [, 2] par g est incluse dans [« 2].
Soit (uy,) la suite définie par :

{ ug € [a, 2

Unt1 = g(up), Vn € N

4) Montrer que (u,) est monotone.

5) En déduire que (u,) est convergente vers a.

BONNE CHANCE!
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FEléments de correction de l’examen de Rattrapage

Exercice 1

1)
Df :] _171[

2) D’une part, la fonction f est continue sur son domaine de définition puisque c’est
la composée de fonctions continues sur | — 1, 1] et d’autre part, f est strictement
décroissante sur cet intervalle ; en effet, par un calcul simple on montre que :

pooN L —2

Donc, la fonction f est bijective de | — 1,1[ vers f(] — 1,1[). Or,
f(] -1, 1[) :] - OO,+OO[

1) Comme f est bijective de | — 1,1 vers | — 0o, 400[, alors sa fonction réciproque
71 existe et est définie de | — oo, +oo| vers | — 1, 1] par :

_l—ex

) = e

Exercice 2
1) Cours

2) soit g(x) = log(x) pour x > 0; Comme g est continue sur [z, 1+x] et est dérivable
sur |z, 1+x[ on peut appliquer le théoréme des A.F sur [z, 14+x] : g(x+1)—g(z) =
1

gc)==avecx<c<l+uzx.
c

1 1 1

donc on a : < - < -
1 +x c T )
D’ou < log(1 —1 < —.
ot T2 = og(l+ z) og(at:)_aj

3) Déduire la limite de :

on a .
lim (1+l> = lim e®llos(1+z)—log(z)]

T—+400 T—r400

et d’apres 3) on déduit que :

) 1\"*
lim (1 + —) =e.
T—r—+00 €T
PROBLEME

1) f est continue sur R, f(1) = =1 < 0 f(2) = 29 > 0. D’aprés le théoréme
des valeurs intermédiaires : o €]1,2[/ f(a) = 0. D’autre part f'(z) = 5z* — 1 >
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OVz € [1,2]. La fonction f est donc strictement croissante sur[1,2]. On en déduit
que o est unique

2) ¢'(z) = %{x@ orVrz € [a,2] f(z) >0 et f7(z) =20x> >0 d’ou ¢'(x) > 0.
3) La fonction g est continue et croissante sur o, 2] donc g([a, 2]) = [g(a), g(2)] =

[O[, 2— }”/((22))] - [aa 2] CQfd

4) Comme g est croissante, la suite (u,) est monotone.

5) La suite (uy,) est bornée (car Vnu, € |a,2]) et elle est monotone, elle est donc
convergente. Comme g est continue sa limite | vérifie g(l) =1 c-a-d f(I) =0, on
en déduit que | = a (carl € |a,2]).
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