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CHAPITRE 1

ARITHMETIQUE DANS Z

I. Résumé du cours

1.1 Divisibilité dans Z

Définition
Soit a et b deux entiers relatifs. On dit que a divise b s’il existe un entier k tel que b = a x k.

Lorsque a divise b, on note a | b

On dit aussi que : a est un diviseur de b

b est divisible par a

b est un multiple de a

Remarque 1. a) 0 est un multiple de tout entier : (Yn € Z),0 x n =0
b) Vae€Z):alaa|0etl]a.
¢) Va€Z):0la=a=0¢eta|l=a==£l.

Propriétés
Soit a, b et ¢ trois entiers.

a) Sia|betb+#0alors |a| < |b]

b) Tout entier b non nul a un nombre fini de diviseurs.
c)Sialbetb|calorsalc

d) ¢ | a si et seulement si ¢ | —a

(’ensemble des diviseurs de a est égal a I'ensemble des diviseurs de —a)

e)Si ¢ | a alors ¢ | ab




1.1. DIVISIBILITE DANS 7 CHAPITRE 1. ARITHMETIQUE DANS 7

fySiclaetc|balors: 1)c|la+b
2)cla—b
3) ¢ | au + bv avec u et v entiers

g) Soit a et b non nuls. Sib|aetal|balorsa=0>boua=-0b

Démonstration. a) Comme a | b, on peut écrire b = k x a avec k € Z donc :
|b| = |k x a| = |k| X |a] mais b # 0 donc k # 0 et |k| > 1 et par conséquent :|a| < |b]

b) Soit b un entier non nul. Si a est un diviseur de b on a vu que : |a| < |b] donc —|b] < a < |b|

et a peut prendre au maximum 2 X |b| valeurs.

En revanche, 0 a une infinité de diviseurs car tous les entiers divisent 0.

d) Si ¢ | a, il existe un entier k tel que : a = k X ¢ et donc —a = (—k) X ¢ soit ¢ | —a

Si ¢ | —a, il existe un entier k' tel que : —a =k’ x ¢ et donc a = (—k') X ¢ soit ¢ | a O
Notations 1. Pour tout n € N, on note :

*D(n)={q€Z tel que q divise n} l’ensemble de tous les diviseurs de n.

*nZ ={n.q, tel que q € Z} l'ensemble de tous les multiples de n.

Remarque 2. On a la correspondace :

b|la< aZ C bZ < D(b) C D(a).

Exercice 1. 1) Montrer que (Yn € N) :n —1|n* — 1.

2) Soient x,y des entiers. Montrer que 3z + 6y est divisible par 11 si et seulement si 8x + by

[’est.

Théoréme : Division Euclidienne
Soit a et b deux entiers avec b # 0.

Il existe un unique couple (g,7) € Z? tel que :

a=0bqg+ravec0<r<|b

Démonstration. & L’existence :

* On suppose que b > 0 et on pose A = {k € Z tel que bk < a}. Cet ensemble et non vide (
pour a > 0,ona 0 € Aet pour a < 0,onaa€ A) et majoré ( pour a > 0, A est majoré par a
et pour a < 0, A est majoré par 0 ). Or dans Z, tout ensemble non vide et majoré admet un plus

grand élement, donc l’ensemble A admet un plus grand élement g qui vérifie : bg < a <b(qg+1).
Pour l'existence de r, il suffit de prendre r = a — bq.

* Pour b < 0, on travaille avec —b > 0; D’aprés ce qui précéde; on a l'existence de (¢, ') € Z*

vérifiant a = —bq' + 1" avec 0 < r’ < —b. il suffit donc de prendre ¢ = —¢ et r = 1.

& L’unicité : supposons qu'il existe deux couples (q,7) et (¢',r") vérifiant :

4



1.2. PLUS GRAND COMMUN DIVISEPRIRE 1. ARITHMETIQUE DANS Z

a=bg+r, 0<r<|b et a=0bd+r, 0<r <|b avecq#q

on a donc |r — 7’| = |b(q — ¢')| > |b| (car ¢ # ¢'), ce qui est impossible car r et ' sont dans [0; |b][.
Doug=q etr=r'. O
Notations 2. a est le dividende, b est le diviseur, q est le quotient et r est le reste

Exemples 1. Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b avec :
a)a=325b="7
b)a=—-113,b=7
c)a=234,b=-T7
d) a=—-234,b=—7

1.2 Plus grand commun diviseur

Définition
| Soit a et b deux entiers. On note D (a;b) 'ensemble des diviseurs communs a a et b.

Propriétés
1) Si a,b,q et r sont des entiers tels que : a = bg + r alors D (a;b) = D (b;)

2) Sib|a alors D (a;b) est égal a 'ensemble des diviseurs de b, qu'on a noté D (b).

Démonstration. 1) Sid € D (a;b) alors d | r car r = a — bg donc d € D (b;r)
Side D(b;r) alors d| a car a = bg+ r donc d € D (a;b)

2)Sid e D(b)alorsd | b,orb|adoncd|acadde D(a) doude D(a;b) donc D (b) C
D (a;b) . D’autre part, on a D (a;b) C D (b). O

Définition
Si a et b sont deux entiers non tous les deux nuls. L’ensemble D (a; b) n’est pas vide (il contient

1) et est majoré par max(|al;|b|). Il admet donc un plus grand élément appelé plus grand

commun diviseur de a et b.0n le note a A b ou pged(a;b).

Remarques 3. 1) Le nombre a Ab est unique.
2)0 A0 n’est pas défini.

3)Va € Z*:0Na=|a|] car a|O.



1.2. PLUS GRAND COMMUN DIVISEPRIRE 1. ARITHMETIQUE DANS Z

Propriétés du PGCD

Soit a, b, d et r des entiers non nuls.
Hanb>1

2)anb=DbANa

3aNa=la] etaNnl=1

4)anb=(—a) Nb=aA(-b)

6) Sia=>bq+ralors,a Ab=bAr

7)Sid|aetd|balorsd|aAb

8) Sid=aAb,alors D(a;b) = D(d) (d’apres 'algorithme d’Euclide).

)
)
)
) a
5) Sib|aalors aAb=|b]
)
)
)
)

9)(da) A (db) = d x (a ND)

Principe de P’algorithme d’Euclide pour calculer le pgcd
Soit a et b deux entiers naturels non nuls tels que b ne divise pas a. Alors pged(a;b) est le

dernier reste non nul de la suite des divisions de I’algorithme d’Euclide.
Siri,ra,...,r, est la suite de restes non nuls, on a :

D (a;b) = D (b;r1) = ...D (rp_1;7) = D (1)

Application 1. Calculer 8820 A 3150

Théoréme : Identité de Bézout
Soit a et b deux entiers non nuls.

Si d = pgced(a;b), 11 existe des entiers u et v tels que : d = au + bv

Démonstration. Soit E = {au + bv avec u,v € Z}

Siu=1,v=0, onvoit quea € £ Siu=—1,v =0, on voit que —a € £ Si u = 0,v = 1, on voit
que be F

FE contient au moins un entier strictement positif. Soit § le plus petit d’entre eux ; il existe ug et

Vg entiers tels que : d = aug + bvg

Soit au + bv un élément quelconque de E La division euclidienne de cet élément par ¢ donne
au+bv =06+ r,0<r <ddou:r=au+bv—qauy+bvy) = a(u— qup) + b (v — quy)

Par suite, r € E et 0 < r < ¢, mais d’apres la définition de 0 : r = 0 donc tout élément de E
est multiple de §.

d|aetd|bdoncd|d=pgcd(a;b).

Réciproquement, d | a et d | b donc aussi d | aug + by ¢’est-a-dire, d | 6. Conclusion : d =6 O



1.3. ENTIERS PREMIERS ENTREHARITRE 1. ARITHMETIQUE DANS Z

Exercice 2. On pose a = 123 et b = 12.
1) En utilisant ’algorithme d’Fuclide, Détérminer pgcd(a;b).

2) En déduire deuz entiers u et v tels que au + bv =pgcd(a;b).

1.3 Entiers premiers entre eux

Définition
| Soit a et b deux entiers non nuls. On dit que a et b sont premiers entre eux si pged(a,b) = 1

Théoréme (*)
Soit a,b et d des entiers non nuls.

pged(a, b) = d si et seulement si, il existe deux entiers non nuls « et § tels que : a = ad, b =

BdetaNpB=1

Démonstration. Si d = pged(a,b),d | a,d | b donc il existe «, € Z* tels que : a = ad, b = Bd
Soit r = pged(a, B) alors pged(ad, fd) = dr = d donc dr = d avecd # 0 doncr =1let aAfS =1
Réciproquement, si a = ad,b = fd et a A § =1 alors pged(ad, fd) = dxpged(a, 5) = d ]

Théoréme de Bézout
Deux entiers non nuls a et b sont premiers entre eux si et seulement si, il existe des entiers u

et v tels que : au+bv =1

Démonstration. Si a et b premiers entre eux, pged(a,b) = 1 et donc il existe deux entiers u et v tels
que au + bv = 1.
Réciproquement, si au +bv = 1 et d | a et d | b alors d | au + bv donc d divise 1. Les seuls

diviseurs communs a a et bsont —let letaAb=1 O

Exercice 3. En utilisant le théoréme de Bézout, montrer que : (n* +4n+ 1) A (n+4) = 1.

Proposition
Soit a, b et ¢ des entiers non nuls.

l)Sianb=1letc|balorsaAc=1

2)Sianb=1letaANc=1alorsaA (bc) =1

)
3)V(m,n) eN?:aAb=1ad" A" =1
)

HVmeZ :a™ A" = (a Nb)™




1.3. ENTIERS PREMIERS ENTREHARITRE 1. ARITHMETIQUE DANS Z

Démonstration. 1) On pose a Ac =d, donc d |aet d|c. Orc|b, par transitivité d | a et d | b donc
dlanb, ca-dd|1, dond=1.

2)Si a A b =11l existe u, v tels que au + bv =1

SiaAc=1Iilexiste v/,v tels que auv’ +cv' =1

donc : (au+ bv)(au' + ') =1 = a(awu’ + cuv’ + bu'v) + (be)(vv') done a A (be) =1

3) Supposons a A b = 1. D’apres la propriété (1), on a a A" = 1, puis a™ A D" = 1.
Réciprouquement, si a™ A b" = 1, d’apres la propriété (1), ona a Ab" =1, puisa Ab = 1.

4) On pose a A b = d, d’aprés le Théoreme (*), il existe (a; 8) € Z** tel que a = ad,b = (d et
aNp=1,0n a alors :

a™ AT = (@md™) A (Bd™)

= d"(a"™ A B")
— g™
=(aNnD)™.
m
Théoreme de Gauss
Soit a, b, ¢ entiers avec a, b non nuls.
Si a divise bc et a premier avec b alors a divise c.
Démonstration. Comme a A b =1 il existe u, v tels que au + bv = 1 donc cau + cbv = ¢
a divise acu et bcv donc a divise c. O

Exercice 4. 1) Résoudre dans 7Z* 'équation : (Ey): Tx = 4y.
2) a) Vérifie que (2;3) est solution particuliere de l'équation : (Es) : Tx — 4y = 2.

b) En déduire dans Z* les solutions de I'équation (Es).

Corollaire
Soit a, b et n des entiers non nuls.

aln et bjn et aNb=1=ab|n

Démonstration. Si a | n il existe un entier k tel que n = ak.

Si b | n alors b | ak et comme a A b= 1, d’aprés Gauss, b | k. Il existe donc £’ tel que k = bk’ et

on a alors n = ak = abk’ donc n est divisible par ab. O]



1.4. CONGRUENCES DANS Z CHAPITRE 1. ARITHMETIQUE DANS 7

Définition
| Un entier naturel est dit premier s’il admet exactement deux diviseurs positifs (1 et lui-méme)

Remarque 4. 1 n’est pas premier.

Théoréme
Tout n € N avec n > 2 admet au moins un diviseur premier.

Si n n’est pas premier et n > 2 alors il admet un diviseur premier compris entre 2 et \/n

Démonstration. Si n est premier, il admet bien un diviseur premier : lui-méme.

Si n n’est pas premier alors il admet un plus petit diviseur positif p # 1. p est premier sinon p
aurait lui-méme un diviseur positif différent de 1 qui serait un diviseur de n, mais plus petit que p.
De plus, n peut s’écrire n = p x r avec p < r donc p* < p x r soit p> < n et p < /n. [
Remarque 5. On utilise ce théoréme de la maniére suivante :

Si un naturel n > 2 n’admet pas de diviseur premier compris entre 2 et \/n alors n est premier.

Exemple 2. Pour savoir si 631 est premier, il suffit de tester tous les nombres premiers inférieurs

d V631 = 25,12

Théoreme
| 1l existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration. On suppose qu’il existe un nombre fini de nombres premiers p1, ps, ..., P
Soit N =p; Xpa X ... X pp, + 1
N n’est pas premier car pour tout ¢ de 1 a n, N > p;.
N admet donc un diviseur premier dans la liste py, pa, ...., pn.
Soit py ce diviseur premier de N.

pr divise N et pi divise p; X ps X .... X p, donc
pr divise N — p1 X py X .... X p,, soit pg divise 1 : la seule possibilité est que pr = 1 qui est

impossible car p; est premier.

Théoreme
Tout entier naturel strictement supérieur a 1 admet une décomposition, unique a l'ordre des

facteurs pres, en produit de nombres premiers.

Exemple 3. 72 = 2% x 32

1.4 Congruences dans 7



1.4. CONGRUENCES DANS Z CHAPITRE 1. ARITHMETIQUE DANS 7

Définition
Soit a et b deux entiers et n un entier naturel non nul.
On dit que a est congru a b modulo n si a et b ont le méme reste dans la division

euclidienne par n.

Notation 3. a est congru a b modulo n se note au choix : a =b(n) oua=0b[n| oua=b modn

Exemple 4. 86 et 23 ont pour reste 2 dans la division euclidienne par 7 donc 86 = 23 [7|

Proposition
Soit a, b, ¢ et r entiers et n un entier naturel non nul.

l)a=aln]eta=bln] < b=aln]

2) Sia=0b[n] et b= c[n] alors a = c[n]

3) a = bln] si et seulement si a — b est un multiple de n

Proposition
Soit a, b, ¢ et r entiers et n un entier naturel non nul.

1) Sia=r[n]etsi0<r <nalors r est le reste de la division de a par n.

2) Tout entier a est congru modulo n a un unique entier p tel que 0 < p <n — 1.

Démonstration. 1) * Si a = b[n] alors la division par n donne : a = ng + r et b = ng’' + r donc

a—b=n(q—¢):ndivisea—>b
* Sin divise a — b il existe k € Z tel que a — b = nk soit a = b+ nk

La division de a par n se traduit par : a = nqg+r avec 0 < r < n. On a alors b +nk = nqg+r
donc b =n(qg—k)+ret 0 <r <n quise traduit par : a et b ont le méme reste dans la division par
n

2) La division Euclidienne de a par n nous garantie I’existence d’un unique entier p € {0; 1;...;n—

1} tel que a = ng + p. le reste p vérifie donc a = p[n]. O

Congruences et opérations
Soit a, b, ¢ et d entiers et n un entier naturel non nul.

1) Si a = b|n] alors ac = ben].

2)Sia=b[n]etc=d[n]alors: 1) a+c=b+d[n]
2)a—c=b-—d[n]
3) ac = bd [n]

3) Si a = b[n] alors, pour tout naturel p, on a : a” = V¥ [n]

10



1.5. ECRITURE EN BASE B CHAPITRE 1. ARITHMETIQUE DANS 7

Attention : La congruence n’est pas compatible avec la division, en effet :

16=20[4] et 2=2[4]-8=10[4]

Théoreme
Soit a, x et y des entiers et n un entier naturel non nul. On a :

ar=ay[n] et aAn=1=zx=y[n|

Démonstration. Supposons que ax =ay[n] et aAn=1.0Ona:

ar =ay[n]=nl|ar—ay=n|alx—y),
Or a An =1, d’apres le théoreme de Gauss n | z —y c-a-d x = y [n]. O
Exercice 5. 1) Déterminer le reste dans la division Buclidienne de 2015*°' par 11.

2) Déterminer les entiers x vérifiant 4o — 7 =11[3].

Théoréme : Le petit théoreme de Fermat
Soit p un entier naturel premier.

*Enoncé 1: Va€Z):a” =alp.

*Enoncé 2 : (Va€Z) telque aAp=1 ona :a?'=1[p|.

Exercice 6. Déterminer le reste dans la division Euclidienne de 2015*°Y par 11.

1.5 Ecriture en base b

Considérons 'entier n = 529.
*On a:
529 = 500+ 20+ 9
=5.10> +2.10' +9.10°

L’entier n est donc représenté par des caracteéres dont les valeurs vont de 0 4 9 (9 = 10 — 1) et les
puissances de 10. On dit que 529 est I’écriture décimale de n ou bien 529 est ’écriture de n en
base 10.

* On peut aussi écrire I'entier 529 en utilisant seulement les caracteres 0;1;2 et les puissances
de 3, en effet :

529 = 486 + 23
=2.3° 4+ 43
=23 427+ 16
=23 +13*4+9+7
=23"4+13*+13"+23" +1
=23"+03"+ 1.3+ 1.3 +2.3' + 1.3
= 2011213

11



1.6. EXERCICES AVEC SOLUTIONHARORBSESARITHMETIQUE DANS Z

13‘2
162
032
112
10

Cette écriture est appelée : écriture de 529 en base 3.

Théoréme
Soit n un entier naturel superieur ou égal a 2.

Tout entier a > 0 s’écrit de fagon unique sous la forme :
a=apb™ + a,_ 1"+ .+ asb® + arbt + ah®

OuneNag eNOI<ag <b-—1eta, #0.

Dans cette écriture dite en base b, les a; sont appelés chiffres de a en base b. On note

a = anan,l...agalao(b).

Remarque 6. Le principe général pour passer de la base 10 vers une base b consiste a faire les
divisions FEuclidienne par b jusqu’a ce que le quotient soit nul. La suite des restes inversée forme
I’écriture dans la base b: Donc 13 = 1101 ).

Exercice 7. Donner l’écriture de l’entier 10c0714) en base 11.

1.6 Exercices avec solutions proposés

Exercice 1

1. Soient a,b, et d des entiers non nuls, tels que d \ @ + b et d \ ab. Montrer que d \ a” et
que d\ (a — b)*.

2. Soient a, b, ¢, et d des entiers tels que p := ad + bc # 0. On suppose que p divise a, b, ¢ et
d. Montrer que p = £1.

Solution :

1. Onad\a+b=d\ala+b) = d\a*+ab.

Or d \ ab, alors d \ (a* + ab) — ab => d \ a®. De méme on montre que d \ b* et donc
d\ a* + b* — 2ab = (a — b)*.

2. Soient a, b, c, et d des entiers tels que p := ad + bc # 0. On suppose que p divise a, b, c et d.
Montrer que p = +£1.

12



1.6. EXERCICES AVEC SOLUTIONHARORBSESARITHMETIQUE DANS Z

Exercice 2

1. Montrer que : Vn € N, 14\ 3*"2 4 521,
2. Montrer que : Vn € N, 11\ 35" 4 551 4 4542,

Solution :

1. Méthode 1 : Soit n € N. On a 3* = 81 = 3* = 11[14] = 3*""? = 11" x 9[14];
et on a 5% = 25 = 5% = 11[14] = 52" = 11" x 5[14];
donc 3% 4 52 = 11" x 9 + 11" x 5[14] = 32 + 5271 = 11" x (9 + 5)[14]
= 3112 4 52 = 117 x 14[14] = 312 + 52" = 0[14]. Ainsi, 14\ 32 + 521,

Méthode 2 : Montrons le résultat par récurrence.

— Pour n =0, on a 3702 4 520+ — 9 1 5 = 14 = 14\ 3402 4 52x0+L

— Soit n € N. Supposons que 14\ 3*"+2 4 52"+1 et montrons que 14 \ 3*nH+2 4 52nF1+1
On a 34+D+2 + 5241+l _ gdn+2 o g4 452l o 52 — 81 x 34n+2 4 95 i 52+l
=56 x 312 4 25 x 312 4 25 x 52 = 4 x 14 x 3MF2 4 25 x (342 4 52t
=4 x 14 x 312 425 x 14k = 14 x (4 x 32 4 25k) = 14k

2. Montrer que : Soit n € N.
Ona3d’=243=22x 11 +1= 3" =1[11] = 3" = 1[11];
et on a 5% = 25 = 5% = 3[11] = 5* = 9[11] = 5° = 45[11] = 5° = 1[11]
= 5" = 5[11];
et on a 4* = 16 = 4> = 5[11] = 4* = 3[11] = 4° = 1[11] = 4" = 5[11].
Donc, 3°" + 51 4 452 = 1 4 5 4 5[11] = 0[11] = 11\ 37" 4 571 4 45n+2

Exercice 3

‘ 1. Montrer que pour tout (x,y) € Z* : 13\ Tz + 3y <= 13\ 5z + 4y.

2. Soit n € Z. Montrer que le reste de la division euclidienne de n? par 8 est : 0, 1 ou 4.

Solution :

1. =):Onal3\7z+ 3y < 7z + 3y = 0[13].
D’autre part, 7z + 3y = 0[13] = 5 x (7 + 3y) = 0[13] = 35z + 15y = 0[13]
= 15z + 12y + 132 + Tz + 3y = 0[13] = 3 x (bz + 4y) = 0[13];
et puisque 3 A 13 alors d’apres le théoreme de Gauss on a 5z + 4y = 0[13].
<) : On a bz + 4y = 0[13] = 3 x (bz + 4y) = 0[13] = 2 x (T + 3y) + = + 6y = 0[13]
— 2 x (Tx+3y) +x + 6y + 132 = 0[13] = 2 x (Tz + 3y) + 2 x (Tz + 3y) = 0[13]
— 4 x (Tx + 3y) = 0[13].
Puisque 4 A 13, alors d’apres le théoreme de Gauss on a 7z + 3y = 0[13]

2. Soit  le reste de la division euclidienne de n? par 8.
— Sin est pair. Alors, n = 2k avec k € Z et donc n? = 4k

13
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— Si k est pair. Alors, k = 2k avec k' € Z et donc n? = 8k = r = 0.
— Si k est impair. Alors, k = 2k’ + 1 avec k' € Z et donc n® = 4 x (4k"* + 4K +1) =
16 x (K” +K)+4=r=4.
— Sin est impair. Alors, n = 2k+1 avec k € Z et donc n® = 4k*>+4k+1 = dxkx (k+1)+1 =
4x2K +1=8kK+1=r=1.

n
Exercice 4
1. Déterminer les entiers n vérifiant n — 3\ n® — 3.
2. Déterminer les entiers n vérifiant n + 1\ n*> — 3n + 1.
11n -5
3. Déterminer les entiers n tels que e N.
n+4
Solution :

l.onan—3\n—-3=n-3\n*n-3).
Comme n—3\n® =3 et n—3\n?*(n—3),alors n—3\n*> -3 —-n*(n—3) = n—3\ -3 +3n°
D’autre part, n—3\ —3+3n et n—3\n—3 = n—3\—3+3n’—-3n(n—3) = n—3\ —1+9n,
etonan—3\—-14+9metn—-3\n—-3=n—-3\—-1+9n—-9(n—3) = n—3)\ 26, donc

n —3 € D(26).
Or D(26) = {—26; —13; —2; —1;1;2;13;26}, alors n —3 = —26 oun—3 = —13 oun—3 = —2
oun—3=—-1loun—3=1loun—-3=2o0oun—3=130oun—3 =26 et donc S =

{—23;-10;1;2;4;5;16; 29}.

2.onan+1\n+1l=n+1\nn+1).
Comme n+1\n*—3n+1et n+1\n(n+1), alors n+1\n*—3n+1—n(n+1) = n+1\—dn+1.
D’autre part, n+ 1\ —4dn+letn+1\n+1l=n+1\-4dn+1+4(n+1)=n+1\25,
donc n+1 € D(5).
Or D(5) ={-5;—-1;1;5},alorsn+1=—-50oun+1=—-loun+1=1oun+1=>5et donc
S ={-6;-2;0;4}.

ln—5 11n -5 )

3. On a eEN=n+4\11ln—5et Im € N tel que =m".
n+4 n+4

onan+4\n+4detn+4\1lln—-5=n+4\11(n+4) — (1ln—5) = n+4\ 49,

donc n + 4 € D(49).

Or D(49) = {—49;—-7;—1;1;7;49}, alors n+4 = =49 oun+4 = —7Toun+4 = —1 ou
n+4d=1loun+4=Toun+4=49 et donc S = {—53; —11; —5; —3; 3;45}.

D’autre part,

n -3 | <11 -5 | -3 3 45

=5
" 12 | 18 |60 |38 |4=22]10
n+4

et donc la seule solution est n = 3.
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Exercice 5

On considére dans Z*, Péquation : (E): 195z — 232y = 1.
1. Déterminer 232 A 195.
2. Donner une solution particuliere de I’équation (FE).

3. En déduire les solutions de I’équation (£).

4. Déterminer I'unique entier naturel d vérifiant les relations : 0 < d < 232 et 195d = 1[232].

Solution :

1. On a
Li: 232=195x1+37
Ly: 195=37x5+10
Ly: 37T=10x3+7
Ly: 10=7x1+3
Ls: 7=3x2+1
donc PGCD(232,195) = 1.

2. En posant a = 232 et b = 195 nous obtenons;
Li— 37T=a-5b
Ly=— 10=0—-5x37T=b—-5x(a—b)=06b—5a
Ly—=— T7=a—b—3(6b—5a) =16a — 19b
L,=— 3=06b—5a— (16a — 19b) = —21a + 25b
Ly = 1=16a — 19b — 2(—21a + 25b) = 16a + 42a — 190 — 500 = 58a — 69b

ainsi, (—69; —58) est une solution particuliere de 1’équation (F).

3. Ona 1952 —232y = 1 et 195 x (—69) —232x (—58) = 1, donc 195 x (x469) — 232 x (y+58) = 0
et par suite 195 x (z 4 69) = 232 x (y + 58).
Or 195 A 232, alors d’apres le théoreme de Gauss 195 divise y + 58 et donc
y+ 58 =195k /k € Z, c’est a dire y = 195k — 58/k € Z.
D’autre part, 195 x (z 4+ 69) = 232 x (y + 58) = 195 x (x + 69) = 232 x 195k
— 4 69 = 232k = = = 232k — 69.
Réciproquement, on peut vérifier que (232k — 69; 195k — 58) est une solution de 1’équation

Ainsi I'ensemble des sulutions de I’équation (E) est :
S = {(232k — 69; 195k — 58)/k € Z)}.

4. On a 195d = 1[232] <= Ja € Z tel que 195d — 232a = 1, et donc (d, «) est une solution de
I'équation (F). Ainsi d = 232k — 69 avec k € Z.
401

Or0§d§232,alorsO§232k—69§232<:>26;))92Skgm:kzl.
D’ou, d =232 x 1 — 69 = 163.
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Exercice 6

On considére dans Z*, léquation : (E): 324z — 245y = 7.
1. Montrer que si (x;y) est solution de I’équation (E), alors z = 0[7].
2. Déterminer 324 A 245.

3. Donner une solution particuliere de I'équation (E).

4. En déduire les solutions de I’équation (FE).

Solution :

1. Montrer que si (z;y) est solution de I’équation (E), alors = = 0[7]. Si (z;y) est solution de
I'équation (F), alors 324x — 245y = 7 = 324x = 7+ 245y = 7 x (1 + 35y) = 7\ 324x. Or
324 N\ 7, alors d’apres le théoreme de Gauss on a 7 \ = ceci implique que = = 0[7].

2. On a
Ly: 324=245x1+179
Ly: 245=79x3+8
Ly: T79=8x9+47
Ly: 8=7x1+1
donc 324 N 245 = 1.

3. En posant a = 324 et b = 245 nous obtenons;;
Li—=— T19=a-0
Ly— 8=0—-3xT79=0b—-3x%(a—b)=4b—3a
Ly— T7=a—b—9(4b— 3a) = 28a — 39
L= 1=4b—3a— (28a — 39b) = —31la + 53b
ainsi, 7 == —31 x 7Ta+53 x 7b et donc (—217; —371) est une solution particuliere de I’équation
(E).
4. On a 324x — 245y = 7 et 324 x (—217) — 245 x (=371) =7,
donc 324 x (z + 217) — 245 x (y + 371) = 0 et par suite 324 x (z + 217) = 245 x (y + 371).
Or 324 A 245, alors d’apres le théoreme de Gauss 324 divise y + 371 et donc
y+ 371 =324k /k € Z, c’est a dire y = 324k — 371 /k € Z.
D’autre part, 324 x (x + 217) = 245 x (y + 371) = 324 x (x + 217) = 245 x 324k
— v + 217 = 245k = x = 245k — 217.
Réciproquement, on peut vérifier que (245k — 217; 324k — 371) est une solution de ’équation

Ainsi 'ensemble des sulutions de 1’équation (F) est :

S = {(245k — 217,324k — 371)/k € Z}.
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Exercice 7

Résoudre dans Z x 7Z les équations :

1. (Ey): T7x=bhy.

S

2) 1 2xy+ 2z 4y =99.
Es): xy+3x — 5y =35.

2. (B
3. (Bs)
4. (Ey): 6x—18y =4
5. (Es)

S

3r — 8y = 6, en déduire I’ensemble des solutions du systeme :

r = 1[3]
xr = T[§]

5) .

Solution :

1. On a 7z = 5y = 7\ by. Puisque 7 A 5, alors 7\ y = y = Tk /kinZ.
D’autre part, 7x = 5y = Tx =5 X Tk = x = bk. Ainsi, Sy = {(5k; 7k)/kinZ}.

2. On a

ey +20+y=99 <= 2z(y+1)+y=99
—= 2z(y+1)+y+1=99+1
<~ (y+1)(2z+1) = 100.

Puisque
100 = 100x1=1x100=—100 x (—1) = —1 x (—100)
— 250 =50 x 2 = (=2) x (=50) = (=50) x (—2)
= Ax25=25x4=(—4) x (—25) = (—25) x (—4)
= 20%x5=5x20=(—20) x (=5) = (=5) x (—20)
= 10 x 10 = (—10) x (—10)
alors,
(y+1=100et22+1=1)ou (y+1=—-100et 2z +1 = —1)
ou(y+1=1et2x+1=100)ou (y+1=—1et 22z +1=-100)
ou(y+1=2et2x+1=50)ou(y+1=—-2et2zx+1=-50)
ou(y+1=50et2x+1=2)ou(y+1=-50et2x+1=-2)
ou(y+1=4et2x+1=25o0u(y+1=—-4et2x+1=-25)
ou(y+1=25et2x+1=4)ou(y+1=-25et20+1=—4)
ou(y+1=20et2x+1=5)ou(y+1=-20e¢t2x+1=-5)
ou(y+1=5et2x+1=20)ou(y+1=-5et2zx+1=-20)
ou(y+1=10et 20 +1=10) ou (y+1 = —10 et 22 + 1 = —10).
et donc
(y=99et x=0)ou (y=—101 et x = —1)
ou(y:()etx:929)ou(y:—2et2x—|—1:_1201)
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49 —51
OU(yzletI':?)Ou<y:—3et$:7)
1 Z
ou(y:49et:1:—§)ou(y:—51etx:7)
ou(y=3etx=12)ou (y=—-Hetz=—13)
3 -5
ou(y:24etm—§)ou(y:—26etx:7)
ou(y=19et x =2) ou (y = —21 et x = —3)
19 21
ou(y:4etx—?)ou(y:—6etx:?)

9 —11
ou(yzQetxz?ou(y:—lletx:T).

Ainsi, Sy = {(0;99), (—1; —101), (12;3), (—=13; —5), (2;19), (—3; —21)}.

3. On a
ry+3r—5y=35 <= y(xr—5)+3x=235
e ylo—5)+3c—15=35—15
<~ ylx—5)+3(x—5)=20
<~ (z-5)(y+3)=20.
Puisque
20 = 20x 1=1x20=(—20)x (~1) = (—1) x (—20)
2% 10 =10 x 2 = (—2) x (—10) = (—10) x (~2)
= 4x5=5x4=(—4) x(=5) =(-5) x (—4)
alors,
(y+3=20etz—5=1)ou(y+3=-20et x —5=—1)
ou(y+3=1letx—5=20)ou(y+3=—1letaz—5=-20)
ou(y+3=2e¢tx—5=10)ou (y+3=—-2etz—5=—-10)
ou(y+1=10etx—5=2)ou(y+1=—-10et z—5=—2)
ou(y+3=4etx—>5=5ou(y+3=—-4etx—5=-5)
ou(y+1l=5etx—5=4)ou(y+1=-betax—5=—4)
et donc

(y=17et x =6) ou (y = —23 et © = 4)
ou (y=—-2etx=25 ou(y=—4etz=—15)
ou(y=—letz=15)ou (y=—5etz=—-h)
ou(y=9etz="7)ou(y=—11et z=23)
ou(y=1letx=15)ou (y=—-Tetz=0)
ou(y=4etx=9)ou (y:—Getx—l)
Ainsi, S3 = {(6;17), (4; —23), (25; —2), (—15; —4), (15; —1), (=5; =5), (7;9),
(3; —11), (155 1), (0; =7), (9:4), (1; —6)}.
4. On a 6z — 18y =4 <= 3x — 9y = 2.

Puisque 3 A 9 = 3 ne divise pas 2, alors I’équation (E,) n’admet pas de solution dans Z x Z.

5. On remarque que (—6; —3) est une solution particuliere de I’équation (Ej).
Ona3r—8y==6et3x(—6)—8x(—3)=6,
donc 3 X (£ +6) — 8 X (y+ 3) = 0 et par suite 3 x (x +6) =8 x (y + 3).
Or 3 A8 =1, alors d’apres le théoreme de Gauss 3 divise y + 3 et donc
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y+3=3k/k €Z,cest a direy =3k —3/k € Z.

D’autre part, 3 X (x4 6) =8 x (y+3) = 3 x (x +6) = 8 x 3k

— 2+ 6 =8k = 2 =8k —6.

Réciproquement, on peut vérifier que (8k — 6; 3k — 3) est une solution de ’équation (Es).

Ainsi I'ensemble des sulutions de I’équation (Ej) est :

S ={(8k — 6,3k — 3)/k € Z}.

x = 1[3]
x =T[8]

onaz =13 <= r-1=3a Ja€Zetax =78 <= x—-7=83 /B € Z et donc
r—1—(x—7) = 3a— 83 < 3a — 80 = 6, c’est a dire que (a; ) est une solution de

Pour le systeme

I'équation (Fs).
D’apres ce qui précede on a o« =8k — 6 et f =3k — 3 avec k € Z.
Ainsi, x =3+ 1 = 3(8k — 6) + 1 = 24k — 17 avec k € Z.

Exercice 8

| Résoudre dans (N*)? Péquation : 11(z A y) + (z V y) = 203.

Solution :

Posons d = x Ay, alors o, f € N* avec aAf =1 et tel que x = ad et y = fd, et donc x Vy = daf.
Ainsi, 11(z Ay) + (x Vy) = 203 <= 11d + daf = 203.

On a 11d + daf = 203 = d(11 + aff) = 203 = 29 x 7. Puisque 11 + aff > 7, alors d = 7 et
11+ af =29 et par suited =7 et aff =18 =2 x 9 =1 X 18 (on va pas considérer 18 = 3 x 6 car
aNp=1).

D’ou

a=2etf=9=ax=14et y =063

a=9etf=2=2=063ety=14

a=letf=18=x=Tety=1206

a=18et f=1=ax=126et y =7,
donc S = {(14;63), (63; 14), (7;126), (126;7)}. m

Exercice 9

Résoudre dans (N*)? le systeme d’équation : {

ANy =10
xVy=22
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Exercice 10

Soit n € Z.
1. Déterminer d = (2n — 1) A (9n + 4). En déduire les ensembles

A={neZ: 2n—1)AOn+4) =17} et B={neZ:(2n—1)A(On+4) =1}.

2. Déterminer I'ensemble C' = {n € Z \ {—4} : (n®* —n — 10) A (n + 4) = 5}.

3. En utilisant le théoréme de Bézout, montrer que : (n> +4n+ 1) A (n+1) =1

Exercice 11

1. Trouver le reste de la division euclidienne par 13 du nombre 100'°%,
2. Calculer le reste dans la division euclidienne de 19°° par 7.

3. Montrer que 9518* = 4[5)].
4

. Montrer que pour tout entier positif n,

10" = 1[37].

Exercice 12

Montrer que 9518% = 4[5].
Trouver le reste de la division euclidienne par 13 du nombre 100,

Calculer le reste dans la division euclidienne de 19°° par 7.

Ll

En remarquant que 999 = 27 x 37, montrer que pour tout entier positif n,
10%" = 1[37],

puis trouver le reste de la division de 10*° + 10%° + 10%° par 37.

5. Soit n € Z. Montrer que  5n” + 7n® + 23n = 0[5] et que 5n” + 7n° + 23n = 0[7]. En
déduire que

7 5

n +n +23n
7 5 35

Exercice 13

1. Donner en base 10 les entiers :

1011(2); 3102(4); 13 (5)5 3A2(16); 1001(1)) ou beN* \ {1}

2. Dans chacun des cas, donner I’écriture de ’entier dans la base b :
A=493etb=3; B=326etb=7; (C=1832etb=16.
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Exercice 14

1. Un entier est divisible par 10 s’il se termine par 0.
2. Un entier est divisible par 2 s’il se termine par un chiffre pair.

3. Un entier est divisible par 5 s’il se termine par 0 ou 5.

4. Un entier est divisible par 3 si la somme des chiffres qui le composent est divisible par 3.

Exercice 15

1. Résoudre dans Z x Z 'équation (E) : 3z — 2y = 1.
2. Soit m un entier naturel non nul.
(a) Montrer que que (14n + 3,21n + 4) est solution de 'équation (E).
(b) En déduire que les nombres 2n + 1 et 21n + 4 sont premiers entre eux.
3. Soit d le pged des nombres 2n + 1 et 21n + 4.
(a) Montrer que d =1 ou d = 13.
(b) Montrer que : (d = 13) <= n = 6[13].
4. On pose pour tout entier naturel n : A =21n? —17n —4 et B =28n> — 8n* — 17Tn — 3

(a) Montrer que A et B sont divisibles par 'entier n — 1.

(b) Déterminer A A B suivants les valeurs de n.

Exercice 16

x Ay est le pged des nombres = et y. abc™ est Péeriture du nombre abe dans le systeme de

numération de base z.
1. Soit dans Z* I'équation (E) : (z + 1)* = 9 + 5y.
(a) Soit (z,y) une solution de (£). Montrer que : z = 1[5] ou x = 2[5].
(b) Résoudre I’équation (E) dans Z*.
2. Montrer que : (Vk € Z); (5k*> + 4k — 1) A (5k + 1) = (k — 3) A 8.

121® — 59
3. Résoudre dans N? le systéme : { z Ay =28
r = 1[5]
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CHAPITRE 2

SERIES ENTIERES

I. Résumé du cours

2.1 Séries entieres

Définition
On appelle série entiere de la variable x une série dont le terme général est de la forme
apx",n € N. C'est-a-dire :

(0.0
Zanx”:ag+a1x+a2x2+...+anx”+...
n=0

Comme pour les séries de fonctions, on cherche I'ensemble :

D= {x eR: Z anx"converge}

n=0

qu’on appelle domaine de convergence de la série entiere.

Remarques 7. (i) La somme partielle S, (x) = ag + a1 + asx® + ... + a,x" est un polynome de
degré n. Une série entiere est donc une généralisation de la notion de polynome.
(i) Il est a noter que Z a,x" converge lorsque x = 0.

n>0
Exemples 5. 1) Le domaine de convergence de i " est D =] — 1;1].
n=0
2) Celui de i nlz™ est D = {0}.
n=0
3) Ti i: a pour domaine de convergence D = [—1;1].
4) Le domaine de convergence de i o est D = [—1;1].
n=0
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2.2. DETERMINATION DU RAYON DE @PMVPERRIERCBERIES ENTIERES

Une propriété remarquable de ces séries est la suivante :

Théoréme

Etant donné une série entiére Z a,x", il existe un unique nombre R € [0; +00] tel que :
n>0

(i) Si R > 0, la série Z a,x™ converge absolument pour tout xg tel que |zo| < R et la série
n>0
converge normalement dans l'intervalle [—p; p],Vp < R.
(ii) Si R < +o0, alors, Y a,z” diverge pour tout zq tel que o ¢ [—R; R].
n>0

Démonstration

o0

(i) Si xg # 0 et Z a,xy'" converge, alors, nEIJIrloo anzo” =0,

n=0
ie:Vk>0,3dN € Ntel que (n > N) = |a,zo"| < k.
Alors, si |z] < |zg| et n > N, on a:

n

<k

xn

Zo

|an®"| = |apwo"| | —

n

Or,

‘ <1, dou Z |a,x™| est majorée par la série géométrique convergente Z k
Lo

‘ x
n>N n>N L0

Donc, Y a,z™ est absolument convergente pour |z| < |z|.

n>0
+oo
On pose alors R := sup{r € [0; +00[ t.q. Y _ a,r"converge absolument}.
o n=0
(ii) Si |xo| > R, alors Z a,xy" diverge, car sinon, elle convergerait, ce qui contredirait la définition
n=0
de R. N
Définition
1) Le nombre R est appelé rayon de convergence de la série entiere Z ap,x".
n>0
2) L’intervalle | — R; R] est appelé intervalle ouvert de convergence.

Remarques 8. Pour les séries entiéres, la notion de convergence prend une forme assez simple,

elle est caractérisée par :

o 7| <R = (Z anx”> est absolument convergente.

n>0
o |z| >R = (Z anx"> est divergente.
n>0
o |x| =R est le cas douteuz ot on ne peut rien dire sur la nature de la série.

e pour tout r € R tel que r < R, la série (Z an:v"> est normalement convergente pour |x| < r.
n>0

2.2 Détermination du rayon de convergence
Nous allons énoncer deux criteres qui permettent de déterminer K.
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Proposition : Critere de D’Alembert pour les séries entieres
An41
an

Soit Z a,x" une série entiere telle que la suite <
n>0 2
Alors, le rayon de convergence R de la série est donné par R = 1/1.

) admette une limite [ € [0; +00].
n>0

Démonstration

. . Ap+41
Si lim
n——+o0o A,

= [, alors :

n+1
Gp,

= l|z|.
n——400

D’apres le critere de D’Alembert pour les séries numériques, on sait que Z la,xy| converge si
l|lzo] < 1, (ie : |mo| < 1/1) et diverge si l|zg| > 1 (i.e : |zg| > 1/1). D’ou R = 1/I. Om

Proposition : Critére de Cauchy (Formule d’Hadamard) pour les sé-
ries entieres

Soit Z a,x" une série entiere telle que hrn V]an| =1 €[ Q).
n>0
Alors, le rayon de convergence est R = 1/1.

1
Exemples 6. 1). o Z— Z—
n>1 n=1"1
On calcule : lim Intl] _ lim " = 1.
n—+oo | @, mﬁ+a}n—%1
Donc R = 1.
On remarquera que pour x = 1, la série diverge et pour x = —1, elle converge.
n 1
2). e x—‘ = Z —J; converge absolument pour tout x. En effet :
n>1 ™V = M
G, . n! ) 1
lim = lim ———— = lim =0.
n—+oo | a, n——+o0o (n + 1)' n—+oo m, 4+ 1
Donc, R = +o0.
n—1\n
3). e Z ( ) x" a pour rayon de convergence R =e . En effet :
n
n>1
lim {/|a,| = lim (-3 — i (S o) = 1,
n——+oo n—+o00 n—-+00
Donc, R = e.
Proposition

Soient (Z anx"> et <Z bm:") deux séries entieres de rayons R > 0 et R’ > 0.

n>0 n>0

e Si R # R/, le rayon de convergence R” de < > (an + bn)x"> est R” = min(R; R’).

n>0

e Si R = R/, le rayon de convergence de la série < > (an + bn):E”) est R > R.

n>0
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Exemple 7. Dans le cas ou R = R’, le rayon R" de la série somme peut étre tel que R” > R.

1 n 1 n / \
Par exemple, (g(n‘ + 1)z ) et (Z:l(n‘ — Dz ) dont le rayon de convergence est égal a 1, la
série somme a un rayon de convergenc_e infind.

2.3 Propriétés de la somme

Dans ce paragraphe, on va étudier les propriétés de continuité, de dérivabilité et d’integrabilité de
la fonction somme des séries entieres.

Proposition : Continuité
Soit Z a,x™ une série entiere de rayon de convergence R et soit f ;] — R; R[— R sa somme
>0
= oo
définie par f(z) = > a,a”, f est alors continue sur | — R; R[.
n=0
Démonstration

Soit 0 < r < R. Pour tout n € N, puisque les fonctions f,(n) = a,z™ sont continues sur [—R; R]
et la convergence est normale donc uniforme sur [—r;7], f est alors continue sur [—r; 7| pour tout
r tel que 0 < r < R donc continue sur | — R; R|. Om

Théoreme :Convergence au bord

Soit Z a,x" une série entiere de rayon de convergence R.

n>0
Si ) a,R"™ (resp. Y an,(—R)") converge, alors la série Y a,z" est uniformément convergente
n>0 n>0 n>0

sur [0; R] (resp. sur [—R;0]).

Remarque 9. Sous les conditions du théoréme précédent, la fonction somme est continue en R

(resp. en —R).

o0 n

Exemples 8. 1) la fonction f(z) =" % est continue sur [—1;1].
n=1 "
2) la fonction g(x) Z(—l)"x— est continue sur|—1;1] .
n

n=1

Proposition : Intégration

Soit Z a,x" une série entiere de rayon de convergence R. Pour tout z tel que 0 < |z] < R
n>0
ona :

n+1

L 00 . _oo z . —oo T —oo xin
/0 T;ant dt—r;)/o ant dt_gann—l—l —n;lan_ln
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Démonstration

¢’est une conséquence immédiate de la convergence normale, donc de la convergence uniforme de la

série proposée sur [0; ] O m
Proposition
xn+1
La série Z a,—— a le méme rayon de convergence que Z ap,x".
n+1
n>0 n>0
Démonstration
n+1
Le rayon de convergence de la série Z n-—— est R car :
n>0
. apyr N+ 1 . An+1 1
lim = lim = —
n=+4oo|n +2 a, n—+oo | @, R
U m
n+1
Remarque 10. Les deux séries Z an, et Z a,x”™ ont le méme intervalle ouvert de conver-
n>0 N n>0
gence, mais elles peuvent avoir des comportements différents au bord de cet intervalle.
n—1 n
. . x
Par exemple, Z - diverge pour x = 1 mais Z — converge pour x = 1.
n>1 n>1

Dérivation
La série Z na,z" a le méme rayon de convergence que Z apx".
n>1 n20
Démonstration

Soit |z| > R. Ona |a,2"| < nl|a,z" |

La série Z a,x" étant divergente, donc la série Z na,z™ ! est divergente.
n>1 n>1

, pour n > |z|.

Soit |z] < R et g tel que |z < |zg| < R, la série > a,z" étant convergente, il existe M > 0

n>1
tel que | a,xo" |< M,
"l M |zt
Vn e N, |napa" | = [napze" —| < —n|—
Lo T RE
Or |—| = p < 1. D’apres la regle de d’Alembert, la série Z np™ ! est convergente. Donc la série
xo n>1
Z na,x" ' est convergente. D’oll, R est le rayon de convergence de la série Z na,z" L. U m
n>1 n>1
Théoreme

Soit Z a,x" une série entiere de rayon de convergence R et de somme S(x).
n>0
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S est de classe C™ sur | — R, R] et pour tout x dans | — R, R| ona :

») (ik 00 00 Cik
0= ) - S ()

=Y amn—1)..(n —k+1)a""
n=k

(n+k)!

00
n
= Z an+k7‘x
n=0 n:

En particulier,

Proposition

Soient (Z ana:”> et <Z bnx”) deux séries entieres de rayons R > 0 et R’ > 0.
n>0 n>0
On suppose que les sommes de ces deux séries coincident sur un voisinage de 0. Alors ces deux

séries sont identiques : Vn € N, a,, = b,

Démonstration

Sinon, soit NV € N le plus petit entier tel que ay # by. Il existe 7 > 0 tel que r < R , r < R’ et les

deux sommes coincident sur | — r; r[.

On a alors :

N-1
Z a,z" = N Z a,z" N 4+ Z anx"
n=0

n>0 n>N
et
N-1
Z b = N Z b,z N + Z b,x"
n>0 n>N n=0

Comme ces deux séries sont égales et Vn < N — 1, a,, = b,, alors pour tout = €] — r;7[, on a :

Z CLnIL‘n_N — Z bnl’n_N

n>N n>N

En particulier, pour £ = 0 on obtient ay = by d’ou une contradiction. (I |

Conséquence

La somme d’une série entiere Z a,x" est une fonction paire (resp. impaire) ssi les a,, de rang
n>0
impair (resp. pair) sont nuls.

Démonstration

Si Z ap,x™ est paire, alors : Z a,x" = Z an(—x)" pour tout n, donc Vn € N, a,, = (—1)"a, et en
n>0 n>0 n>0
particulier Vk € N, agry1 = (—1)agks1 ce qui implique que aggq = 0. Om
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2.4 Développement en série entiere

2.4.1 Définition et Théoréme

Définition
Soit f une fonction définie sur | — a, af, a > 0.

On dit que f est développable en série entiere sur | — o, of s’il existe une série entiere Z apx"
n>0

de rayon R > « telle que :

f(x) =" a,2a",Vz €] — a,al.

n>0

Rappels

Rappel 1 : Une fonction f développable en série entiére sur | — «, af est de classe C* donc f

admet en 0 un développement limité a tout ordre.

Rappel 2 : Théoreme de Taylor :

Si f est de classe C* sur | — «, «f, alors Vo €] — o, [ on a :

" (n)
flx) = f(0) + f'(0)z + f2(!0)x2 T AV n!(()) "+ Ry ()
ou: R,(z) = /Ox @;!t)nf(”ﬂ)(t) dt
ou bien R, (z) = f("zz (f_ml);”“ avec 0<f<1.

Théoréme
f est développable en série entiere sur | — a, af si et seulement si f est de classe C* sur | —a, af

et, Vo €] — a, af, la suite des restes de Taylor converge vers 0 lorsque n tend vers +o0.

C’est-a-dire que pour tout z, lim R,(x) = 0.
n—oo

Exemples 9.
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Corollaire : Condition suffisante
Si f est C° sur | — a,af et Vo €] — o, af,Vn > 0,

f(")(:c)‘ < M alors f est développable en

; F(0)
série entitre sur | — o, af et f(z) =) "
"0 n!
Démonstration :
Si ‘f(")(m)’ < M, alors :
( +1) n—+1 ‘x|’n+1
R,(x)] = |f"H (6 N
Bl = 100 G = Mt v
" N y |z|"

(car ) 7 converge d’oti le terme général S 0). O

2.4.2 Exemples de développement en série entiere

Fonction exponentielle
f(z) = €® est de classe C™ et est développable en série entiére sur | — 0o, +00[

), dxan 2
En effet f™(0) =€ Vn > 1
n+1
d'ou R,(z) = ’ e avec 0<f<1
(n+1)!
|$|n+1 |z
= |R,(z)| < e — 0.

(n+ )17 noroo

|x|n+1

(n+1)!

car, pour tout x,

est un terme général d'une série convergente.

+o00
1
Remarque 11. ) — =
— n!

Fonction circulaire
f(z) = sin(x) est de classe C* et est développable en série entiere sur R.

, e sin™(0) 3 b
sm(:v)—nzz;)in! x —x—§+ﬁ—
car ’f(”)(x)’ <1VreR, Vn>1

donc :
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n+1

1) (0<0<1)

Fonction logarithme

f(z) =log(1 + x) est développable en série entiére sur | — 1, 1[. En effet,
1 =
oz Z(—l)”x” est une série géométrique de rayon de convergence R = 1.
z n=0

d’ou par intégration :
z dt
o 1+t

- /0 ' <T§(—1)”t”) dt

oo g
=> / (—1)"t"dt
n=0"0

log(1+x) =

+o00 xn—‘,—l
= —1)" <1
Xy (el <)
L X (=)
Remarque 12. Pour x =1, la série alternée Z converge.

+1
n=0
En admettant la continuité de la fonction somme en x =1,

1 1 1
btient log(2) =1— =+ = — = 4.
on ootien Og() 5 3 1

4.3 : Zéros d’une série entiere

Proposition

Soit Z apx" une série entiere de rayon de convergence R > 0
n>0

+o0o
et soit f := Z a,x" sa somime.

n=0

i) Si f™(0) =0 V¥n >0, alors f est identiquement nulle, car

)0
f(x)zzf (©) 2" =0, Ve €] - R;R]
"0 n!

ii) Si f(0) =0, mais f n’est pas identiquement nulle sur | — R; R|,
alors, il existe p: 0 < p <R t.q. f ne s’annule pas sur | — p; p[, sauf en z = 0.

(Done, f(x) #0,Vz:0 <z < p).
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Démonstration :

On peut supposer qu’il existe m > 1 tel que : a,, # 0

f((L‘) = amxm + am-i—lxm-i_1 +-- = Z ale‘k

Un tel a,, # 0 existe car sinon f =0 sur | — R, R][.

Donc :
f(x) = a™[am + apsrz + -]
+oo
=z [am + Z am+kxk]
k=1
= 2" [ay, + h(z)]
avec h(x Z am+kx

h(0) =0, h est de classe C™ (car c’est une série entiere convergente) donc h est continue.
Finalement, par continuité de h, 3p > 0 tel que |z| < p = |h(z) — 0] < |am|
d’ou f(z) = 2™ [am + h(x)] #0, 0<|z| <p. O m

2.5 Application aux équations différentielles

On peut parfois exprimer, a l'aide de leur développement en série entiere, les solutions d'une

équation différentielle.

Théoréme
Soit Z a,x" une série de rayon de convergence R > 0.
n>0
Alors, f(z) = a,a" est de classe C* sur | — R; R[ et f'(x Z na,z" ' sur | — R; RJ.
n=0
y'+y=0
Exemple 10. Résoudre le systéme : (x) ¢ y(0) =0
y(0)=1
Solution
Si y(z) = ) a,z™ est solution, alors,
n=0
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Y'+y=0 & <i anx”>” + (i a,@") =0
n=0 =0
& i n(n —1)a,a" 2 + i apx" =0
n=2 =0
& i(n +2)(n + 1)aprox™ + i apz” =0
n=0 n=0
& i[(n+2)(n+ Danio + aplz™ =0
=3 ETLO—i- 2)(n+ 1ayso+a, =0,Yn >0
< G2 =Y ;)CZ:L 1)

Dongc, on a :

o~ (=D 5 o~ (D" o
y(x):aorg) <2n)!m +a17§mx

D’apres le critere de D’Alembert, ces séries convergent sur | — 0o; +o00[. Donc,

y(0)=0 = ap=0
et y(0)=1 = a;=1

. — (=" a1, : ,
D’ou y(z) = — 7l (—gin(z)) est la solution recherchée.
) = 3 e (= sinte)
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Développements en séries entieres usuels

Fonction

Développement en série entiére
(DSE)

Intervalle de
validité du DSE

T 2o %O
=1+ 4+ 4 2 4
X > chx nZ_;(Zn)! " 2 +24+720+ 8
sy 204 x3 o x° X’
X > shx §(2n+1)!zx+€+ﬁ+5o4o+ 8
1o (_1\" 20 2 4 6
X > COS X (1) X S SRR S R
n=0 (Zn)| 2 24 120
. ()X ¢ X X
X sinx 2 e ¥ 6 120 B0d0 8

X|—>i +Zm:x”=1+x+x2+x3+... -5+
1-x n=0
X > 12 §x2“:1+x2+x4+x6+... -5+
1-x n=0
1 . nn 2 3
— 1) X"=1-X+X"—X"+... -1;+1
X n:O( ) + + L+
1 < n_on 2 4 U6
1) X" =1-X"+ X =X +... -1;+1
o > Xt R
1 & (2n) x> 3x* 5x°
=1 _— _— _— -1
X > — 2. 22“(n!)2X + 5 + 5 + . -5+
+o (_1)" | 2 4 6
X - ( :ZLZ (an)'xz"_l—x— x5 -L+1
1+ X o 2 (n') 2 8 16




X
In(1- D e ~1;+1
X In(1-x) > X "3 -5+
+00 2n+1 3 5 7
X > arg tanh x X =1+X— X_+X_+ ]_1;_|_]_[
= 2n+1 3 5 7
o0 _1)”+1 n 23 Xt
X In(1+x (L) " x_ ¥ ¥ x ~1:+1
(1+x) ; - X= Tt ] [
+00 n X2n+1 X3 XS X7
-1 —x——r - ~1+1
X > arctan X n;( ) ] Tt -1+
. S GRS S-S .4 .

T A ng?zz”(nl)2 2ne1 6 40 112 L+
X > arccos X 2 & 22”(n!)2 il 2 5 20 -5+
oo (_1\" 1 y2n+l 3 5 7
X > argsinh x Z( ) (22) Xy X s x| -5+

2" (n1y’ 2n+1 6 40 112




2.6. EXERCICES AVEC SOLUTIONS PRQPIASHS RE 2. SERIES ENTIERES

2.6 Exercices avec solutions proposés

Exercice 1

1. Développer en séries entieres la fonction suivantes en déterminant leur rayon de conver-

gence :
1

(x —1)(1 4 2x)

fz) =

2. Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout x de | — R, R[, la somme
“+oo
S(z)=>_ na"
n=1

Que se passe-t-il si |z| = R?.
3. On considere I'équation différentielle suivante :

(E) :y" —2zy' — 4y = 2.

En utilisant les séries entieres, déterminer la fonction f solution de I’équation (E) avec

£(0) =0 et f/(0) = 1.

Solution :

1

(. —1)(14 2x)
Tout d’abord, la décomposition de f en éléments simples nous donne :

1. On considere la fonction f(z) =

1 =3
fla)= =+ 2

r—1 142z
1
— Développement de la fonction —3
x p—
pour tout = € R tel que |z| <1 on a
1 -1 -1 +oo
3 _ 3 - _ - n
r—1 1—-=x 3 nz::Ox
-3
— Développement de la fonction —2— :
+ 2z

1
pour tout z € R tel que |2z] < 1 & |z]| < gona

_73 _3+OO _3+Oo
= N )(22) = =2 S (= 1)m2ngn,
1+ 2z 2,;)( )" (22) 223( )"2"

1 1
Ainsi, le Développement de la fonction f est donné pour tout x € R tel que |z| < min(1; 5) =3
par :
_1+Oon _3+OO non_.n = —1 -3 nony ..n
f(m)ngx +7Z(—1) 2"z :Z(?JF?(—U 2")z".
n=0 n=0 n=0
+oo
2. On consideére la série entiere Z nx”.
n=1

35



2.6. EXERCICES AVEC SOLUTIONS PRQPIASHS RE 2. SERIES ENTIERES

— Rayon de convergence :

. an+1 . n+1
Ona lim —/— = lim
n—-+oo q, n—--—+oo n

— Somme de la série : On a

=1, donc R = 1.

+oo L
Z nt" = x Z nx"”
n=1

+oo +o0
Dans le cas |z| = 1, les séries numériques » _ net Y n-(—1)" sont grossiérement divegentes.
n=1 n=1

3. On considere I'équation différentielle suivante :

(E):y" —2zy — 4y = 2.

+o0
Soit f(z) = > a,z” une solution de I'équation (E).
n=0
+o0 +o00
Ona f'(z) => naz" et f’(x) =Y n(n—1)a,z""> donc
n=1 n=2
f solution de (F) <= f"(z)—2xf'(z)—4f(z) =2

+oo +o0 +00

<— Z n(n — 1a,z"? — 2z - Z na,z" ' —4 Z a,x" =2
n=2 n=1 n=0
+oo +o0 +o00

— > (n+2)(n+1ap0r" =2 na,a" -4 a,z" =2
n=0 n=1 n=0
—+o00 —+o00 —+00

= > (n+2)(n+ 1)ans0z" — 2> naa —4Y  aa” =2
n=0 n=0 n=0
+00

— Y ((n+2)(n+1ays — 2na, — 4a,) 2" = 2
n=0
+o0

— > ((n+2)(n+Daps —2(n+2)a,) " = 2.
n=0

Donc,
— pourn=0o0na (0+2)(0+ 1)aps2 — 2(0 + 2)ag = 2 = ay = 1 + 2ay. Or ag = f(0) = 0,
alors a; = 1. On a aussi, a; = f'(0) = 1.
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— pourn > 1ona

(n+2)(n+1) 2n + 2ay = 0 —> 2
n —_— n = an g . a”I’L
n n An+2 n a +2 nt 1
Donc,
2 2 2 2
— — . = — as = — - = —
as 5 a 9 4 3 a2 3
2 2% 2 2 2x2
g — - Qq = a — Ay =
@ 1 BT 9% =5 T 3x5
2 2X2x%2 2 2X2x%2
= —.a a —qg =
a 6 7 2x4x6 8 T 35X T
par itération nous obtenons :
n AL 1
Qa n g g = —
T 9 4620 2nxnl  nl
et
on—1 2l 2.4.6-.2n 2"t x2mxn! 227l xpl
a n —_— g g g
357 (2n—1) (2n)! (2n)! (2n)!
Ainsi, la solution est
—+oco
flz) = > a,-a"
n=0
—+o0 —+o0
— Z Aoni1 - l,?n—&-l + Z Ao - x2n
n=0 n=1
+oo 1 +o0 22n71 X n|
. . 2n—+1 c. 2n
nz:‘a n! v + nz::l (2n)! v

Exercice 2

gence :

a. f(z) = — !

:2+x_(1—x)2'

b. g(x) = iln(élx +1).

2. On considere I’équation différentielle suivante :

(E):y" —axy — 3y =0.

f(0)=0¢et f(0) =1.

1. Développer en séries entieres les fonctions suivantes en déterminant le domaine de conver-

En utilisant les séries entieres, déterminer la fonction f solution de I’équation (E) avec
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Solution :

1 1
1. a. On considere la fonction f(z) = Gta) (-2

— Développement de la fonction :
PP (2+ 2)
1 1

x
On a = . Donc, pour tout x € R tel que |=| <1< |zr| <2o0n a

w5 ) man )

n=0
1
— Développement de la fonction :
(1—x)?
1 I
On a a 2 =— i 7 Donc, pour tout = € R tel que |z] <1 on a
— —
1 +o0 ! +oo L 400
n=0 n=1 n=0

Ainsi, le Développement de la fonction f est donné pour tout z € R tel que |z| <

min(1;2) =1 par :

f(x):;f(;)n-x”—f(n—l—l)-x”:JiO(QlH—|—n+1>

n=0 n=0 n=0
. . 1
b. On considere la fonction g(x) = 1 In(4x + 1).
1
Pour tout x € R tel que |4z < 1 & |z] < Jone

1+OO Ak 1+oo4n +oo4n—1

n=1 n=1

2. On considere 'équation différentielle suivante :

(E):y" —xy — 3y =0.

+oo
Soit f(z) = > a,a” une solution de I'équation (E).
n= 0
+o00
On a f'(x Z na,z" et f'(z) = n(n—1)a,z"?, donc
n=2
f solution de (F) <= f"(z)—zf'(x)—3f(x) =

+00 400 +o0

— Z nn — Da,z" 2 —x - Z na,z" ' —3 Z apx” =0
n=2 n=1 n=0
+00 400 400

= > (n+2)(n+1)ans02" — Y naa™ =3 a,a" =0
n=0 n=1 n=0
+oo +oo +oo

= Y (n+2)(n+Dayea™ =D na,z" —3»  aa” =0
n=0 n=0 n=0
+oo

<~ > ((n+2)(n+ a2 —na, — 3a,)z" =0
n=0
“+oo

<~ > ((n+2)(n+1)anss — (n+ 3)a,) z" = 0.
n=0

Donc,
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— pour tout n € N on a

n-+3
n+2)(n+1)ayo— n+3)a, =0= a,42 = X Q.
( ) Jani2 — ( ) +2 (n+2)(n+1)
Donc,
X 4 X
I R TR
YT 3xa TP T 2 x3x4a Y YT Ax5 7 P T 2x3x4xb5 !
7 IXbxT 8 4x6x8
ag —— XQy4 = Xap, a7 = —— X5 = Xaq
5 %6 2x3x4x5x%x6 6 x7 2X3Ix4xHxT

4:6-8-.....-(2n+2) 2 x (n41)!

= 3 2nr ) T @iy M
et
3:5-7-..... -(271—1—1)>< (2n +2)! "
Aoy = ag = ao.
2 2.3-4....-(2n) " @n) x2v x (n+ 1) T
2" X 1)!
— Onag= f(0)=0et a; = f(0) =1, donc ag,1 = W et as, = 0.
Ainsi, la solution est
+oo
f@) = > a,-a"
n=0
+oo +o00
= > gy 24> ag, 2"
n=0 n=1

_ fw 2nt1

Exercice 3

1. Calculer les sommes des séries entieres de termes généraux :

xQn
a. uy(x) = 1

_1 n,.2n+1
b. u,(z) = %

n!
2. Développer en séries entieres les fonctions suivantes, :

a. f(x) = arctan(2z).

b. g(x) !

1
B 1+2x+(1+2x)2’

Solution :

1. a. Soit S(x) = i)un(:v)

o) x2n+1

2n+1

. Donc, par dérivation de développement en série entiere on

On a zS(z) = )

n=0
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2.6. EXERCICES AVEC SOLUTIONS PRQPIASHS RE 2. SERIES ENTIERES

1
obtient ( Z " = > et par intégration de développement en série entiere
-z
T 1 1 1+
S(x) = / =1 .
on aura xS(z) 12" % n(l—x)
o 1 1+
Ainsi, pour z # 0 on a S(z) = 2—ln(1 ) et pour z =0 on a S(0) = 1.
x - :v
) 00 Qn o0 (_$2)n 2
b. Soit S(z) = u,(z). Ona S(z —ZL‘Z xzil:xe .
n=0 n=0 n:

2. Développer en séries entieres les fonctions sulvantes :
2
a. On remarque que f'(r) = ——.
/ - - n4n 2n
n=1 n=1

ainsi, par intégration de développement en série entiere on aura

471
—9 2n+1
Z n@2n+1)"

on a : 2)n

b. Développement de la fonction m :

1
Pour tout z € R tel que 22| < 1 & |z] < gona

1 +o0 +o0

a+30) = nz:%(—l) (3x)" = nz:%(—l) -3" 2"
c. Développement de la fonction - :
(14 2x)?
On a SR <1>/. Donc, pour tout x € R tel que [2z| < 1 & |z] < 1
(1+2x)? 2 \(1+22) ’ 2

on a

n=0

Ainsi, le Développement de la fonction f est donné pour tout z € R tel que |z| <

11 1
m1n(3; 5) = g par
flz) = iz(—l)"'?)”x"—2§(n+1)~(—1)"+1-2"'x"
= n n 1 n+1 n n
= ;::O<(—1) -3 —5-(n+1)-(—1)+ 2>x

1
Donc, pour tout z € R tel que 42% < 1 & |z| < 5

Exercice 4

1. Calculer les sommes suivantes :
+0o0 (_1)71 xn

a. >y,

2 _
n:2n 1

>on2—n+2

b S

n

|
= n!
2. Développer en séries entieres ces deux fonctions :
3w
a.
J@) = (3+x)3
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2.6. EXERCICES AVEC SOLUTIONS PRQPIASHS RE 2. SERIES ENTIERES

. b. g(x) =In(3+ ) |

Solution :
=X (=1 1 1 1 1
1. a. Soit S(x) = 71;2 7(12 _)lac”. Tout d’abord, remarquons que 13 (n ey 1).
Donc, si x # 0;
+o0 (_1)n . 1 +o00 (_1)n . +o0 (_1)n N
1 +00 —1) 1+oo —1)»
(D 1,
2\ n e S )
1 +o0 1 n+1
= 2<acln(1—|—x)—i—nz:3( ?2 x")
1 1 +o00 1 n+1 2
= <m1n(1—|—x)+ (=) T —x—l—x>>
2 x\;3 n 2
1( In(1+2) + > ln(l + 2) 1+x)
= —(xln x)+ —1In x) — -
2 T 2
Si z =0, alors S(0) =
b. On a
Xn?2—n+2 =Xnn-1)+2
Z ' xn — Z ( ') xn
= n! = n!
+o0 " +00 "
= 2
D e YT
B -io xn+2 +oo xin
n=0 ! n=0 n!
= %" 4 2¢" = (2? +2)e”
2. Développer en séries entieres ces deux fonctions :
R 11 < 1 )
a. Remarquons que
AHOns 4 (340 “2\342
1 1
Or 51z -3 1+% . Alors, pour tout z € R tel que |—| <l&e|z|]<3ona:
1 1 I x”
- . 1)y
3+x 3 nz:%( ) 3n
1 " 1 T n—2
1 1 +o00 n—2
et par suite GraP 6 nz:;(—l)”n(n + 1) m
3T 1 +o00 l,nfl
—_ = — —-1)" +1
B+a)p 2 n;( T
b. Onag(z) =In(3+z) =In 3—|—ln(1—|—§). Dong, pour tout z € R tel que |§] <l&|z|<3
on a :

ln3—|—z "Hx

41



2.6. EXERCICES AVEC SOLUTIONS PRQPIASHS RE 2. SERIES ENTIERES

Exercice 5

Etudier la convergence des séries entieres suivantes :

a) Y. \/I_HZQ ; b) > (nz)" c) Y. n+lnnx" d) ZM

n>1 n>0 n>1 n*+1 n>1 n
1 1
e) Y (I+5+..+ )" f) > (1) a" g)Z2+
n>1 2 n>0 n>1
n2 3n+1
h) (cos ) z" i)Y (- 1 k) Y nra”
n>1 n>0 n>0 n>0

Exercice 6

Déterminer les rayons de convergence et calculer les sommes des séries entieres de termes gé-
néraux :
n+1 "
a) up(z) = " b)) uy(z) = (2n+ 1)z ) uy(z) = ————
) () =" B) we) = @0+ D ) we) = o
SEQTL (_1)n+1
d n = n = n
Junle) =577 @ wlo) =g

Exercice 7

Développer en séries entieres au voisinage de 0 les fonctions suivantes, en précisant le domaine

de convergence :

1 1 1
d) h(:n):le_x d) i(z) = In(1 + 2 + 2?).
Exercice 8
On considere ’équation différentielle
(E) y —2xy — 4y = 0.
1. Chercher toutes les solutions de (E) de la forme f(z) = ) a,z", définies sur |—R, R|,

n>0
avec R > 0, qui satisfait aux conditions initiales f(0) =0 et f'(0) =

2. Donner le rayon de convergence de la série obtenue.

3. Exprimer f au moyen de fonctions usuelles.
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Exercice 9

Développer en série entiere la fonctions f(x) = | arcsin(z)

2

(Ind : montrer que f vérifie une équation différentielle du seconde ordre.)
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CHAPITRE 3

SERIES DE FOURIER

I. Résumé du cours

3.1 Séries trigonométriques

Définition
On appelle série trigonométrique réelle toute série de fonctions de la forme :

+oo
(1) % + Y a, cos(nwz) + by, sin(nwz),
n=1

avec r € R, x > 0, a,, b € R pour tout n € .

Remarque 13. Supposons que la série (1) converge et posons

Qo =

f(z) = 5 + Y a, cos(nwz) + by, sin(nwz).
n=1
Puisque Vn e N etk € Z on a :
2k 2k
cos(nw(x + —W)) = cos(nwz) et sin(nw(x + —ﬂ)) = sin(nwz),
w w

2k 2
alorsVr € R, f(z) = f(x + —W) et donc f est périodique de période il
w w

Théoreme
—+o0 —+o00
Si les séries numériques Z a, et Z b, sont absolument convergentes, alors la série trigono-
n=1 n=1

métrique (1) est normalement convergente sur R et donc elle est absolument et uniformément

convergente sur R.
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3.1. SERIES TRIGONOMETRIQUES CHAPITRE 3. SERIES DE FOURIER

Théoreme
Si les suites numériques (a,) et (b,) sont décroissantes et tendent vers 0, alors la série trigo-

T
nométrique (1) est convergente pour z # — ou k € Z.
w

3.1.1 Représentation complexe d’une série trigonométrique

inwT —inwx InWT —inwe
e +e e —e

On a cos(nwzx) = 5 et sin(nwz) = g donc
i
ag = ap +Xa, —ib, . >a, +ib, .
=4 > a, cos(nwz) + by, sin(nwz) = 24 P i e
2 T4 2 T4 2 e
OnPosantcn:aQZetc_n:a_gzetco:a;,ona:

(1> = ¢ + cheznwm +C_n€—znwm
1

+o00 —1
= ¢ + Z Cneznwx + Z Cneznwaz
1 —00
— Z Cnezmum‘

ne’

3.1.2 Coefficients d’une série trigonométrique

Cas réelle : Pour tout n € Non a :

a, = — f ) cos(nwz)dx
7 Jo
w O‘+7
= — ) cos(nwz)dr Va € R.
T Ja
et
w
b, = — f ) sin(nwzx)dx
7 Jo
w a+7
= — )sin(nwz)dr Va € R.
T Ja

Cas complexe : Pour tout n € Z on a :

21
Cp = g/w f(z)e ™o dy
7 Jo

w

w oty ,
= —/ f(z)e™™*dx Va e R.
T Ja

Remarque 14. v’ Si f est une fonction paire, alors :
2W [w
an,=— [ f(x)cos(nwz)dr; etb, =0 VneN
m Jo

En particulier, si f est une fonction paire 2m-périodique, alors :

2 T
= */ f(z)cos(nz)dz; et b, =0 Vn €N,
7 Jo
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3.2. SERIES DE FOURIER CHAPITRE 3. SERIES DE FOURIER

v 51 f est une fonction impaire, alors :

2w [
b, = = f(z)sin(nwx)dx; et a, =0 Vn e N.
7 Jo

En particulier, si f est une fonction impaire 2w-périodique, alors :

2 ™
b, = —/ f(z)sin(nz)dz; eta, =0 Vn €N,
7 Jo

3.2 Séries de Fourier

Dans cette partie, on ne va considérer que les fonctions de période 27.
Soit f : R — R une fonction de période T' = 27 (donc w = 1). On suppose que / | f(t)|dt converge
I

sur un intérvalle I = [«, @ + 27| de longeur 27, pour tout o € R.

Définition
On appelle série de Fourier associé a la fonction f, la série trigonométrique

ag +o00

5 + > a, cos(nx) + b, sin(nz)
1

avec a, = 71T/027r f(z) cos(nz)dx et b, = 1 /O27T f(z) sin(nz)dz.

™

Deux questions se posent :

— La série de Fourier associé a f est-elle convergente 7.

— En cas de convergence, peut-on dire que la série converge vers f 7.

Le théoreme de Direchlet et le théoreme de Jordan répondent a ces deux questions. Avant
d’entamer ces théoreémes, il convient de repréciser les différents types de notations et définitions qui

interviennent dans les démonstrations.

Définition
Une fonction f est dite admet une discontinuité de premiere espéece en un point zq si les limites

a droite et a gauche de z( exisent.

Notations
| Nous noterons par f(z™) la limite & droite en x et f(z7) la limite & gauche en z.

Définition
Une fonction f : [a;b] — R est dite continue par morceau sur |a, b] si f est continue sur [a, b]

sauf éventuellement en un nombre fini de points qui sont des points de premiere espece.
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3.2. SERIES DE FOURIER CHAPITRE 3. SERIES DE FOURIER

Définition
Une fonction f : [a;b] — R est dite lisse (de classe C') par morceau sur [a,b] si f et f’ sont

continues par morceaux sur [a, b].

Maintenant on ait a la position d’énoncer le théoreme de Direchlet.

Théoreme de Direchlet
Soit f : R — R une fonction de période T' = 27 satisfaisant aux conditions suivantes :

1. Les discontinuités de f (s'il existe) sont de premiere espéce et sont en nombre fini.
2. f admet en tout point une dérivée a droite et une dérivée a gauche.

Alors la série de Fourier associée a f est convergente et on a :

f(z), si f est continue en x

“+o0o
% + Z a, cos(nx) + b, sin(nx) = f(x+) + f(:t_)

2

, sif est discontinue en x.

De plus la convergence est uniforme sur tout intervalle ou la fonction f est continue.

Application 2. Soit f :Jm, 7] — R une fonction 2w-périodique, définie par f(z) = x.
La fonction f vérifié les conditions de Dirichlet, en effet :
— Les points de discontinuités de f sont les points de la forme x) = (2k + 1)w, k € Z qui sont
de premiére espéce car f(n) =7 et f(n~) = 7.

— [ est partout dérivable sauf auzr points xy. En ces points nous avons :

i F@ S0 @) )
z—mt r—T T—T r—T
Donc f est développable en série de Fourier.
Or f est impaire, alors :
2 T ) (=)™
a, =0 pour toutn € N et b, = —/ f(z)sin(nz)dx =2 - :
m Jo n

Ainsi, la série de Fourier converge vers f et on a :

+00 (_1>n

KH
S

I
[\
-

Théoréme de Jordan
Soit f : R — R une fonction de période T' = 27 satisfaisant aux conditions suivantes :

1. Il existe M > 0 tel que |f(x)] < M (i.e f est bornée).

2. On peut partager l'intervalle [a, a + 27| en sous-intervalles [aq, as|, [ae, as[..., (a1, anl,

avec oy = a et o, = o+ 27 tels que la restriction de f & ]a;, aj41[ soit monotone et

continue.
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Alors la série de Fourier associée a f est convergente et on a :

ay T f(z), si f est continue en x
5 + > a, cos(nx) + b, sin(nz) = Flat) + flz)
1

si f est discontinue en x.

De plus la convergence est uniforme sur tout intervalle ou la fonction f est continue.

Application 3. Soit f : [r, 7] — R une fonction 2n-périodique, définie par f(z) = |z|.
La fonction f vérifié les conditions de Jordan, en effet :

— Ona|f(x)] <.

— La restriction de f sur [m,0] est continue décroissante, et la restriction de f sur [0, 7] est

continue croissante.
Donc f est développable en série de Fourier.
Or f est paire, alors :
b, = 0 pour tout n € N

et
0, st N pair

= 72r/o7r flx)de =7 et a,= 72T/07r f(@) cos(nx)de = ¢ —4

—, i n impair
™

Ainsi, la série de Fourier converge vers f et on a :

T _iIXcos(2n+ 1)z
LN Wt Sl
f@) =5 =22 =5,

1

Puisque f est continue, la convergence est uniforme.

3.3 Egalité de Parseval

T
Soit f une fonction développable en série de Fourier et de période T' = —, alors on a pour «
w

réel quelconque :

ai = w et
D@y =277 Py =23 |
2 1 T Ja neZ
En particulier, Si f est 2m-périodique, alors :
CL2 +o00 1 T
2+ (@ b)) = / f(x) ;/ f*(z)dx

1
De plus,
2 ag N o 2 [T
f paire = f“ paire = 5—1—2%2%/0 fo(x)dx
1

+oo 2 T
f impaire = f* paire = > b2 = —/ f2(z)dx
1 T Jo
3.4 Exercices avec solutions proposés
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Exercice 1

f étant une fonction de période 27 telle que :
flx)=2*+1siz €] —m .

1. Déterminer la série de Fourier associée a f.

2. Montrer que cette série est convergente et déterminer sa somme.

I PN X (-1 —r?
3. En utilisant ce qui précede, montrer que Z 5 = BT
n=1 n

Solution :

f étant une fonction de période 27 telle que :

flx)=2*+1siz€] -7

2 2
Tout d’abord, on a w = T
T 2m
1. On remarque que la fonction f est paire, donc
— b, = 0 pour tout n € N*.
i 2 [a? To2(r?+3
— ap = —/ dx——/ 2+ 1dr = = £+x :M
0 T3 0 3
2 s
— ap, = —/ f(z) cos(nz)dx = —/ (2% + 1) cos(nz)dz ;
7 Jo ™ Jo

on utilisant une intégration par parties, on a :

2 2 Q
an:2<[(ac2+lsmn$] / o sm d>:(0_./ x~sin(nac)dac)
= T n Jo

on utilisant une intégration par parties pour une deuxieme fois, nous obtenons :

4 i
a, = ——-/ x - sin(nx)dzx
0

nmw

~ ([t - e
_ 4 (W. ~(=y", [Zin(zx)r>

donc, la série de Fourier associée a f est :

+o0 2 3 +OO4. —1)"
LU > ay, cos(nx) = T +> # - cos(nzx).
2 T 3 T n

2. Apres le tragage de la courbe de f par exemple sur U'intervalle | — 37; 37| on peut remarquer
que la fonction f est continue et donc n’admet pas de points de discontinuité. De plus, la
fonction f est dérivable en chaque point de l'intervalle | — 7; 7]. Donc, d’apres le théoreme de
Direchlet, la série de Fourier associée a f est uniformément convergente vers f et on a dans

ce cas,
a “+o0o 2+3 +OO4 —1)"
1

5—— - cos(nx).
T n
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3. Pour z =0o0na

7T2 +3 +oo 4 - (_1)n 7.(.2 + 3 “+o0o 4 (_1)n
f(0) = + 21: e ccos(0) = 1= 3 21: =
+00 (_1)n —7T2
= 2o 12

Exercice 1

f étant une fonction de période 27 telle que :

f(z) = x|+ 1sixe€|—mmnl.

1. Tracer la courbe de f sur | — 3w, 37].
2. Déterminer la série de Fourier associée a f.

3. Montrer que cette série est convergente et déterminer sa somme.

+oo 1 71'2
4. En utilisant ce qui précede, montrer que — = —
P 4 nz::l @n+12 8

Solution :
f étant une fonction de période 27 telle que :

flx)=lz|+1six €] —m ]

2t 2w
Tout d’abord =—=—=1.
out d’abord, on a w = 7 = o
1. Courbe de f sur | — 3m; 3.
2. On remarque que la fonction f est paire, donc

— b, = 0 pour tout n € N*.
o aozi/oﬂf(:p)d:p:72r/07r|:1:|+1dx:72r/07rx+1dx:72T[x;%—x] =7+ 2.
= /Oﬂ f(z) cos(nz)dr = i/oﬂ(a: + 1) cos(nzx)dx;

on utilisant une intégration par parties, on a :

2] )2 [ 225

0

donc, la série de Fourier associée a f est :

% + zj:oan cos(nzx) = ™2 + fg . ((—1)”—1) cos(nz).

2 2 T n?

3. Apres le tragage de la courbe de f sur 'intervalle | —37; 37] on peut remarquer que la fonction f
est continue et donc n’admet pas de points de discontinuité. De plus, la fonction f est dérivable

en chaque point de l'intervalle | — 7r; 7]. Done, d’apres le théoréeme de Direchlet, la série de
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Fourier associée a f est uniformément convergente vers f et on a dans ce cas,

f(z) = W+2+§2 <<_1)n2_1> cos(nx)

2
=7 + 2 +<>o 2 ( 27127:1 ) cos((2n + 1)z) + Z ((1)27:_1> cos(2nx)
= 7T—|—2 zo:oi < ) cos((2n+ 1)z) +0
= 7r+2+z::°72r < on T 1) )cos((Qn—l—l)x).

4. Pour x =0 on a

T+2 IX2 —2 T+2 IX2 —2
10="3"432 (Grrp) =0 R (e
s x4 1
s 1=t
2" ZO:TF ((2n+1)2>
+oo 1 2

m
— ;(2n+1)2_§
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CHAPITRE 4

AJUSTEMENT ET REGRESSION

I. Résumé du cours

4.1 Ajustement affine graphique

Soient les n points du nuage représentant, dans un repere cartésien, la série des n valeurs (z;, y;)
des variables = et y. Ajuster une droite (D) a ce nuage de points consiste a remplacer chaque point

(x;,y;) par un point de méme abscisse et d’ordonnée g; , les points (z1, ;) étant alignés sur la droite
(D).

Une fois I’équation de la droite (D) déterminée, on pourra l'utiliser pour faire des interpolations
(calculs de valeurs intermédiaires) et des extrapolations (calculs de valeurs futures).

Méthode :

La méthode graphique consiste a tracer, a l'oeil, a 'aide d'une regle transparente, une droite
y =m-x + h s’ajustant le mieux possible sur le nuage de points.

Une fois la droite tracée, on choisit sur le dessin deux points A et B quelconques de la droite
pour en déterminer I’équation. Ces points ne doivent pas obligatoirement faire partie du nuage
de points.

Exemple 11. Lors d’une expérience, on a relevé les valeurs suivantes :

e 1] 2| 3 |35 4 455550 6 |7
yl 15 1550165 17| 17.5] 17| 18] 18] 18.25| 19

Donner I'équation d’une droite ajustant ces valeurs par la méthode graphique.

4.2 Droite de Mayer
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4.3. AJUSTEMENT ANALYTIQUE PAR LA METHODE DES MOINDRES
CARRES CHAPITRE 4. AJUSTEMENT ET REGRESSION

Méthode :

On découpe le nuage de points en deux sous-ensembles de méme effectif. Pour chacun des
deux sous-ensembles, on calcule la moyenne des x; et la moyenne des ;. On obtient ainsi deux

points (Z1,71) et (T2, 7z), appelés points moyens. Il reste a tracer la droite passant par ces deux

points.

4.3 Ajustement analytique par la méthode des moindres

carrés

L’ajustement linéaire par la méthode des moindres carrés consiste a déterminer la droite (que
I'on appelle aussi droite de régression) telle que la somme des carrés des n valeurs y; — g; soit
minimale (ce qui explique le nom de la méthode).

Ou y; est la coordonnée verticale du point de la droite d’abscisse x;. Donc y; = ax; + b.

On veut donc minimiser la quantité ¢ = > (y; — (az; + b))*. C’est a dire, chercher a et b pour

lesquelles la quantité ¢ soit minimale.
Rappelons que la valeur minimale d’une fonction se calcule en posant sa dérivée égale a 0. Pour

trouver a et b, calculons cette dérivée.

Donc, pour trouver a et b on va résoudre le systeme suivant

d
—Zzo

CRE
db

(5) & Ty an,—i- z
Yy; = Yax; + nb

Donc, ¥ = aZ + b

1 1
== b=y —aT avec § = —2y; et T = — X,
n n
Z[L‘Z‘ i —721'1' leZ i — XY O
= a= g —y =" y2 —2y:72y
Yap — TR, STy — 7T o2
Conclusion :

La droite des moindres carrés y = ax + b a pour coefficients :

O‘CE
a = —23’
O-fL'

et b=7y — aT.
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4.4. COEFFICIENT DE CORRAPAHDN. LINESTFRIENT ET REGRESSION

Exemple 12. Lors d’une expérience, on a relevé les valeurs suivantes :

x| 1 2 3 4 5 ) 7 8 9 | 10
y| 1.1 31| 4.7|78]9.2|11.1|12.9| 15.4 | 17| 18

1. Donner l’équation d’une droite ajustant ces valeurs par la méthode des moindres carrés.
2. Tracer cette droite.

3. Interpoler la valeur de y pour x = 11.5.

4.4 Coefficient de corrélation linéaire

On appel coefficient de corrélation linéaire des variables x et y, le nombre réel :
r= 2 ,
020y
1 = Lo o o oo o
aveC Ogy = —XT;Y; — T - Y, Op = | —2x; — T~ et oy = [ —2y; —7°.
n n n

Interprétation :
— r est un nombre réel compris entre -1 et 1.
— Quand |r| = 1, tous les points sont alignés.
— Quand |r| est proche de 1, les variables = et y sont fortement corrélées.
— Quand r < 0, la droite de régression a une pente négative.

— Quand r > 0, la droite de régression a une pente positive.

4.5 Ajustements non linéaires :

Dans certains cas, l'ajustement a une fonction linéaire n’est pas adéquat : un ajustement des
données a une fonction non linéaire doit étre envisagé. Les cas que nous considérerons sont ceux ou

on peut se ramener par une simple transformation a un ajustement affine.

4.5.1 Ajustement par une hyperbole :

Les points (x;; y;) ne sont pas alignés, mais plutdt proches d’une certaine hyperbole de la forme

y:ax+b'

Méthode
1
— calculer z; = —;

Yi
— déterminer I’équation de la droite de régression de z en x avec la méthode des moindres

carrés ;

— de I'équation obtenue z = ax + b, on déduit immédiatement 1’équation de I'hyperbole
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Exemple 13. Ajuster ce nuage des points par une hyperbole.

x| 1 2 3 4 5 o 7 8 9 10
y| 1.1 0.4 0.19| 0.15| 0.08 | 0.05| 0.06 | 0.05 | 0.04 | 0.03

4.5.2 Ajustement par une fonction puissance :

Les points (x;; y;) sont proches d'une courbe de fonction puissance comme gy = bz®. On remarque
que In(y) = aln(z) + In(b).

Méthode

— calculer u; = In(z;) et v; = In(y;) ;

— déterminer I’équation de la droite de régression de v en u avec la méthode des moindres
carrés ;

— de I’équation obtenue v = Au+ B, on déduit I’équation de la fonction puissance y = bz*®

, puisque a = A et b= €5,

Exemple 14. Ajuster ce nuage des points par une fonction puissance.

zlos] 1115 2 [25] 5 |ss5] 4 |45]5
ylozloyl1el215] 5 | 775] 11.2] 15.5] 22 28

4.5.3 Ajustement par une exponentielle :

Les points (z;;y;) sont proches d’une courbe d’une exponentielle de la forme § = ba®. On
remarque que (n(y) = zin(a) + In(b).

Méthode

— calculer z; = In(y;) ;

— déterminer I'équation de la droite de régression de z en x avec la méthode des moindres
carrés ;

— de I'équation obtenue z = Ax+ B, on déduit I’équation de la fonction puissance yj = ba”

, puisque a = e et b = eP.

Exemple 15. Ajustez ce nuage de points par une exponentielle.

zlos] 11502025 335|445
ylozloylos|el 71111624334

4.5.4 Ajustement par une fonction logarithmique :

Les points (z;;y;) sont proches d'une courbe d’une exponentielle de la forme § = aln(z) + b.
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Méthode

— calculer z; = In(z;);

— déterminer I'équation de la droite de régression de y en z avec la méthode des moindres
carrés ;

— de I’équation obtenue y = az + b, on déduit 'équation de la fonction logarithmique
y=aln(z) +b.

Exemple 16. Ajustez ce nuage de points par une fonction logarithmique.

z| 1 2 3 | 4 5 o 71 8 9 | 10
y| 1.0 2.9 4.5]1525966| 71| 74| 78|83

4.6 Exercices avec solutions proposés

Exercice 1

Lors d'une expérience, on a relevé les valeurs suivantes :

x|1] 213|456 7]|8]10
o1 14119 27|28 35|45 |63 |69

Ajuster ce nuage de points par une fonction exponentielle.

Solution :

On a

X 1 2 3 4 ) 6 7 8 10
5 14 19 27 28 35 | 45 | 63 69
z=In(y) | 1.6 | 2.64 | 2.94 | 3.29 | 3.33 | 3.55 | 3.8 | 4.14 | 4.23

Déterminons ’équation de la droite de régression de z en x avec la méthode des moindres carrés.
On a

159 .=
551-:12'2'{['1'—2"1'
159 2 -2
9 i1l — T

142434410 46

z=Ax + B avec A = et B=z—-—A-7.

1.6+2.64+..4+4.23 2952

Coznme Z 9 9 9 3.28, T 9 9 5.11,
1 168.83 1 304
- = 2 = 18.76 et ~ 2= "~ =33.78,
9 ;Z ! 9 9 ;x 9
2
alors A = T = 0.26 et B =3.28 —0.26 x 5.11 = 1.95.

Ainsi, l’équétion de I'exponentielle est § = ba® avec b = e = 7.03 et a = e = 1.3.
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Exercice 2

Lors d’'une expérience, on a relevé les valeurs suivantes :

x(1|1 213|456 ] 7]|8]10
5112 |18 | 25| 32| 37|45 |60 | 63

1. Ajuster ce nuage de points par la méthode des moindres carés.

2. Interpoler la valeur de i pour x = 9.

Solution :

On a

2131456 7]8]10
512 |18 | 25|32 | 37|45 |60 |63

1. Déterminons I'équation de la droite de régression de y en x avec la méthode des moindres

carrés. On a | o
92 =1 Yiti — Y- T

y=ax+bavec a= % T tb=9—a-T
5+ 124+ ...4+463 297 1+2+3+....+10 46
Comme 3 = rost et =—=33,T= reho =— =5.11,
. 9 99 9 9
1 1990 1 304
a oy = —— = 221.11 et — 2= "~ =33.78,
9;1” 9 ¢ 9;33 9
52.48
alorsa = —— =6.84 et b =33 —6.84 x 5.11 = —1.95.

Ainsi, ’équation de la droite de régression de y en x avec la méthode des moindres carrés est
y = 6.84x — 1.95

2. La valeur de y pour x =9 est y = 6.84 x 9 — 1.95 = 59.61.

Exercice 3

Lors d’'une expérience, on a relevé les valeurs suivantes :

x| 7119|1113} 14 | 16 | 18 | 20
y | 38 42|53 | 86 | 104 | 144 | 201 | 292

a. Donner I’équation de la droite des moindres carrés ajustant ce nuage de points.

b. Interpoler la valeur de y pour x = 15.

Solution :

On a

38 | 42 | 53 | 86 | 104 | 144 | 201 | 292
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1. Déterminons I'équation de la droite de régression de y en x avec la méthode des moindres

carrés. On a i
B s Yi%i— YT
y=ax+0bavec a= T~ 7 3

g 2ui=1L; — T

etb=7y—a-7.

38 +42+ ... +201+292 960

Comme y = g — =120,
7+ 94+ 114+ ... +18+20 108
: :

1 15563 1 1596
> yimy=——— =194538 et = Y ] = —— =199.5,
84 8 84 8

325.38
alors a = =18.86 et b =120 — 18.86 x 13.5 = —134.61.

Ainsi, ’équation de la droite de régression de y en x avec la méthode des moindres carrés est
y = 18.86x — 134.61.

2. La valeur de y pour x = 15 est y = 18.86 x 15 — 134.61 = 148.29.

Exercice 4

Lors d’'une expérience, on a relevé les valeurs suivantes :

709 (1113 14 | 16 | 18 | 20
38 [ 42 | 53 | 86 | 104 | 144 | 201 | 292

a. Ajuster ce nuage de points a une fonction puissance.

b. Interpoler la valeur de ¥ pour x = 15.

Solution :

a. Posonsu=Inzx et v =Iny. On a
u| 195 22 | 24 [ 256264277289 | 3.0

v |3.64 374|397 | 445 | 464|497 | 53 | 5.68
Déterminons 1'équation de la droite de régression de v en u avec la méthode des moindres

carrés. On a | s
=1 WUy
v=Au+ Bavec A=3F———

g 2ui=1 Ui — U

.64 74+ .. . 5.68 36.39
Comme 5 — 304+3.7 +8 +53+5.68 _ 29555,
1954224 ....42.89+4+ 3.0 20.41
U= = = 2.59,

8 . 8
1 94.62 1 169.38
- ;= = 11.83 et — 2 — =21.17,
8;”0 8 ¢ 8;% 8
—2.32

alors A = ——— = —0.16 et B =5.55+0.16 x 2.55 = 5.96.

4.67

Ainsi, ’équation de la droite de régression de v en u avec la méthode des moindres carrés est
v =—0.16u + 5.96.
Donc, ’équation de la fonction puissance est donnée par :

5.96 —-0.16

y=e"" xu
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b. Pour z = 15 on a § = > x 157916 = 251.32.



