Université Moulay Ismail Département de Mathématiques
Faculté des Sciences, Meknes Filiere SMPC II

Cours d’Analyse 11

Mohamed RHOUDAF

Filiere : SMPC 11.

Année universitaire 2015/2016.

Qe







2

Table des matieres

1 Calcul Integral 1

1.1 Primitives . . . . . . . . 1

1.1.1 Définitions . . . . . . . .. 1

1.2 Intégrale d'une fonction continue sur un intervalle . . . . . . . . .. .. 5

1.2.1 Définitions . . . . . . ... 5

1.2.2  Propriétés de l'intégrale . . . . ... ... .. .. 6

1.2.3 Inégalité delamoyenne . . . . . . . .. .. ... 8

1.2.4 Inégalité des accroissements finis . . . . . . . .. .. ... ... 9

1.2.5 Methodes d’intégrations . . . . . . . . ... ... L. 9

1.2.6 Premiere méthode :Intégration par parties . . . . . . . .. ... 10

1.2.7 Deuxieme méthode : Changement de variables . . . . .. . .. 10

1.2.8 Fractions rationnelles . . . . . . . . . ... . oL 12

1.2.9 Sommes de Riemann . . . . . . .. ... ... ... ... ... 18

Intégrales généralisées 21

2.0.10 Définitions et Exemples . . . . . . . ... 21

2.1 Criteres de convergence . . . . . . . . ... 26

2.1.1 Intégrales de Riemann . . . . . . .. .. ... ... ... ... 26

2.1.2  Le cas de fonctions positives localement intégrables . . . . . . . 27

2.1.3 Le cas de fonctions localement intégrables quelconques . . . . . 29

2.1.4 Convergence absolue . . . . .. ... .. ... ... .. ... 30

2.1.5 Intégrale semi-convergente . . . . . . . . ... ... ... 32

2.1.6 Théoreme d’Abel . . . . . . . ... 33

Equations différentielles linéaires 35

3.1 Introduction-définitions générales . . . . . . . .. ... 35

3.2 Equation différentielle du premier ordre . . . . . . . . ... 36

3.2.1 Equation différenitelle a variables séparées . . . . . . .. .. .. 36

3.2.2 Equations différentielles linéaires du premier ordre . . . . . . . . 38
3.2.3 Equation différentielles du premier ordre non linéaires se rame-

nant a des équations différentielles linéaires . . . . . . . . . . .. 41

3.3 Equation différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants 42

3.3.1 Résolution de I’équation homogene associée (E.H) . . . . . . .. 43

3.3.2  Recherche d’une solution particuliere de (E) . . . ... ... .. 44



Table des matieres

4 Séries Numériques
4.1 Définitions et exemples . . . . . . ...
4.1.1 Définitions . . . . . . ...
4.1.2 Condition nécessaire de convergence . . . . . . . . . . .. .. ..
4.1.3 Combinaisons linéaires de séries convergentes . . . . . . . . . ..
4.1.4 Lesrestes d'une série . . . . . . ...
4.1.5 Critere de Cauchy . . . . . .. ... ... o o
4.2 Séries a termes positifs . . . ..o oo
4.2.1 Séries de Riemann . . . . . . .. ... ...
4.2.2 Séries de Bertrand . . . . ... ..o Lo
4.2.3 Reglede Cauchy . . . ... ... ... ... .
4.2.4 Regle de d’Alembert . . . . . ... oo
4.3 Séries a termes réels de signe quelconques . . . . . ..o
4.3.1 Absolue convergence . . . . . ... ...
4.3.2 Séries alternées . . . .. ...
4.3.3 Théoreme d’Abel . . . . . . . ..
4.4 Produit de Cauchy . . . . .. .. ..
4.5 Exercices . . . . . ...
5 Suites de fonctions
5.1 Convergence simple et convergence uniforme . . . . . . .. .. .. ...
5.1.1 Définitions de convergence . . . . . . . . .. ...
5.2 Théoremes fondamentaux sur les suites de fonctions . . . . . .. . ..
5.2.1 Continuité . . . . . . . . ..
5.2.2 Imtégration . . . .. ..
5.2.3 Dérivation . . . . . ...
5.3 Exercices . . . . . ...
6 Séries de fonctions
6.1 Convergence simple et convergence uniforme . . . . . . ... ... ...
6.2 Théoremes fondamentaux sur les suites de fonctions . . . . . . .. ..
6.2.1 Continuité . . . . . . . . ..
6.2.2 Intégration . . . . . ..o
6.2.3 Dérivation . . . . . . ...
6.3 Exercices. . . . . . . .

47
47
47
48
48
48
49
49
52
93
54
54
95
95
55
55
56
o7

59
99
99
61
61
62
62
62



Calcul Integral

N’hésitez pas a nous faire part de vos remarques, suggestions et corrections
concernant ce document.

M. RHOUDAF

1.1 Primitives

1.1.1 Définitions

Définition Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
On appelle primitive de f sur I toute fonction F' définie et dérivable sur I vérifiant

F'(z) = f(z) pour tout z € I.

Ezemple 1. : Considérons la fonction f définie sur R par f(z) = 322.
— La fonction F' définie sur R par F(z) = 2 est une primitive de f sur R puisque
F(x) = f(@).

— La fonction G définie sur R par G(z) = 23 + 2 est aussi une primitive de f sur R

puisque G'(x) = f(x).

Exzemple 2. : Soit f la fonction définie sur R par f(z) = , alors la fonction

x
Va?+3
F définie sur R par F(z) = vx? 4+ 3 + m est une primitive de f.
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— On calcule F’, la dérivée de F et on vérifie que 'on obtient f :

, 2:5 B T ~

Propriété Soit f une fonction admettant une primitive F' sur un intervalle I.
Alors f admet une infinité de primitives : G est une primitive de f si et seulement
si il existe un réel kR tel que pour tout réel z, G(x) = F(x) + k.

Preuve : Si F et G sont deux primitives de f sur [ alors (F—G) = F'—-G' = f—f =0
donc F' — (G est une constante k

Propriété Soit f une fonction admettant une primitive F' sur un intervalle I.
Soit a appartenant a I et b un réel. Alors il existe une et une seule primitive G
telle que G(a) = b.

Preuve : On a vu qu'il existe une constante k telle que pour tout x € I, G(z) =
F(z)+ k. D’ou G(a) = b si et seulement si F'(a) +k = b c’est adire k =b— F(a

)-
Exemple 3. : 1l existe une unique primitive F' de x |—> x sur R telle que F'(1) = 2. E
effet, on a vu que les primitives sont de la forme z — %- —|— k ou k est un réel. F(1) =
impose donc 2 s+hk=2douk=2

Théoreme Soient f une fonction continue sur [a, b] et zo € [a, b]. Alors la fonc-

tion .
FHxH%/f@ﬁ
xo

est la primitive de f qui s’annule en xg.

Preuve : Calculons la dérivée de F. Soient x €]a,b| et h un réel assez petit tel que
x+h€la,b[.On a:

z+h z+h

Flo 4 h)— /f )t — /f 1)t = /f

z+h

F@+h) /f

donc :

FS de Meknes 2 M.RHOUDAF
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ce taux d’accroissement est la moyenne de f sur [z, x + h|. Il existe donc

l —
¢ € [z, x + h] tel que f(c) = 7 N h f(t)dt. Or, il existe ¢t € [0, 1] tel que ¢ = z + th.
Donc quand h — 0, nécessairement ¢ — x et comme f est continue alors f(c) — f(x).

On a donc
F(x+h)— F(x)

F'(z) = flllir(l]

— tim f(x + th) = (z),
par suite F'(z) = f(z).

Pour les points a et b, supposons a < b.
Si z = a, dans le raisonnement précédent on prend h > 0 tel que a + h €]a,b[, on

obtient Flath)— Fla)
L= Fy(a) = fa),

De méme pour x = b, on prend h < 0 tel que b+ h €]a, b[, on obtient

lim
h—0t

o E(b+h) — F(b)
h—0— h

Donc F' est dérivable et a pour dérivée f sur [a, b].

Théoréeme Si f est une fonction continue sur un intervalle quelconque I de R,
alors elle admet une primitive sur /.

Preuve. Si I = [a,b], c’est une conséquence du théoréeme précédent. Sinon, soit ¢ un
point quelconque de I, d’apres le théoreme précédent la fonction F' : x — ff f(t)dt
est une primitive de f sur I.

Remarque 1.1. : Si F' et G sont deux primitives de f sur un intervalle I alors la
différence G — F' est constante sur /.
On désigne par [ f(z)dx toute primitive de f. Autrement dit :

/f(a:)da: =F(z)+C,

ou F' est une primitive de f et C' une constante réelle.

F'S de Meknes 3 M.RHOUDAF
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Primitives usuelles

DOMAINE FONCTION PRIMITIVE
10, 400 2%, a€R,a# —1 ﬁx“”
R* - Log|x|
R e (a #0) %e“x
R sinar (a #0) —Lcosax
R cosar (a#0) Lsinax
=550 | 1Hige= o tg
10, 7] 1+ cotg’xr = ﬁ —cotgr
| —a,af,a>0 \/a;j arcsin’
| —a,a[,a>0 \/{121? —arccos?t
R e Larctg®
R shaz, (a # 0) L chax
R chaz, (a # 0)  shax
R ﬁ Argshxz = Ln(z + V1 + 22)
FS de Meknes 4
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1.2 Intégrale d’une fonction continue sur un intervalle

1.2.1 Définitions

Définition On appelle intégrale de f sur [a;b] le nombre réel F(b) — F(a) ou F
est une primitive quelconque de f sur I. Il est noté

Exemple 4. : Calcul de l'intégrale : /:c dx :

2
2

— Une primitive de f(z) = x est F(z) = %
h 9
— donc, /:c dr =F(3)—F(2) = 5

2

N | >
ot

Remarque 1.2.
— L’intégrale d’'une fonction f sur [a;b] est indépendante du choix de la primitive F.

a

b
On note aussi /f(x) dzr = [F(2)]° = F(b) — F(a).

b
Dans ’écriture /f(x) dz, la variable = est <« muette >,

a

b b
ce qui signifie que /f(:c) dx = /f(t) dt = ...

a a
Le dx ou dt détermine la variable par rapport a laquelle on integre la fonction : x,
ou t.

Remarque 1.3. Aire d’un fonction positive :

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b] et C sa courbe représentative
dans un repere (O;1; 7).

On appelle intégrale de a a b de la fonction f la mesure de 'aire en unité d’aire de
la partie A du plan délimitée par I'axe des abscisses, les droites d’équations z = a et
x = b et la courbe C.

On note f; f(t)dt cette aire.

FS de Meknes 5 M.RHOUDAF
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Fig. 3

Remarque. Si f est intégrable sur [a, b] on appelle, par définition, 1'aire géométrique
de l'ensemble D le nombre réel : fab |f(z)|dx.

1.2.2 Propriétés de l'intégrale

Propriété Soient f,g deux fonctions intégrables sur [a,b] et A € R. Alors les
fonctions f + g, Af, | f| et fg sont intégrables sur [a,b] et on a :

. jvu»+mwux:jf@Mx+jgqu
. E /

5 /Qﬂ@ﬂx:A/f@Mx

o /bf(x)d:c:/cf(:c)d:c—i-/bf(:c)dx, ¢ € a,b],

(Relation de Chasles)
b b
o | [t < [ 1)t

. jf@mxzo

FS de Meknes 6 M.RHOUDAF
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Inégalité de Cauchy-Schwarz Soient f et g
deux fonctions intégrables sur [a, b]. Alors

/b F()g(x)dz 2§ Ju@ra | ( [e@ra

a a

Preuve : La fonction (f+ A\g)? est positive sur [a, b] pour tout réel A. Donc le polynome
de deuxieme degré

b

PO = [(f@)+ Mgla)Pdo

a

b b b b
= [U@rde o [ f@de [ gods s [
est toujours positif pour tout réel A par suite son descriminant
b 2 b b
8= [s@g@iz) - { [t@ya | | [o@ya] <o

Théoreme Si f est une fonction bornée sur [a, b] et continue, sauf en un nombre
fini de points de [a, b] alors f est intégrable sur [a,b].
En particulier, si f est continue sur [a,b] alors f est intégrable sur [a,b].

Exemple. Soit f la fonction définie sur [—1, 1] par

{f(x):sin% si v#0
0

cette fonction est intégrable car elle est bornée et admet 'origine pour seul point de
discontinuité.

FS de Meknes 7 M.RHOUDAF
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1.2.3 Inégalité de la moyenne

Propriété Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [a, b].
S’il existe des réels m, M et k tels que pour tout = € [a, ], on ait :

- m< f(x) <M, alors m(b—a)ﬁ/f(x)dng(b—a).

b

— |f| <k, alors /|f(x)| dr < k(b—a).

a

Définition Soit f une fonction continue sur [a,b], (a # b), on appelle
valeur moyenne de f sur [a,b] le nombre réel pp défini par

b

by =5 [ 1la) do

—Qa
a

Exzemple 5. : La valeur moyenne sur [0; 1] de la fonction carré est :

1 3

3
1
u:/xzdx:[x—} =—.
3], 3

0

Propriété Soit f une fonction continue sur [a, b], (a # b), alors il existe ¢ € [a, 0]
tel que :
1
b—a

‘iﬂ@dm:f@-

Cette relation est appelée Formule de la moyenne.

Preuve : f continue sur [a, b], soient alors m et M dans R tels que :

m= inf f(x), M= sup f(z) et m< f(z) < M,

:BE[a,b} $E[a,b]

FS de Meknes 8 M.RHOUDAF
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donc f; mdz =m(b—a) < ff f(x)dx < fab Mdx = M(b — a) par suite

b
1
mgb_a/f(x)deM.

D’apres, le théoreme des valeurs intermédiaires, on a le résultat.

1.2.4 Inégalité des accroissements finis

Les théoremes de comparaison d’intégrales permettent d’obtenir des encadrements
d’une fonction lorsqu’on sait encadrer sa dérivée.

Inégalité des accroissements finis Soit f une fonction dont la dérivée [’ est
dérivable sur un intervalle [a, b].

S’il existe trois réels m, M et k tels que, pour tout x de [a, ], on ait

- m< fl(x) <M alors m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b— a).

@) <k alors |[f(b) = fla)] < k(b—a).

1.2.5 Methodes d’intégrations

Lorsqu’ on connait une primitive d’une fonction, on peut calculer son intégrale, en
utilisant le théoreme suivant :

Théoreme fondamental de l'intégration : Soient f une fonction continue sur
[a,b] et F une primitive de f. Alors :

b

/ f(z)dz = F(b) — F(a) = [F(@)]

Preuve : Soit G(z) = [ f(t)dt la primitive de f qui s’annule en a. On a : G(z) =
F(z) + C avec C € R, donc G(a) = F(a) + C = 0 et C = —F(a) par suite
G(z) = F(z) — F(a).

D'out G(b) = F(b) — Fa) = [ f(t)dt.

Remarque 1.4. : 1l existe des fonctions intégrables qui n’ont pas de primitives; par
exemple la fonction f définie sur [0,1] par f(z) = 0siz # § et f(3) =1, est intégrable

FS de Meknes 9 M.RHOUDAF
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mais n’a pas de primitive. En effet, si F' est une primitive de f sur [0,1] on aura

F'(z) = 0 pour = # 3, par suite F est constante sur [0, 5[ et sur |3, 1], de plus F' est
continue sur [0, 1] donc constante sur [0, 1] par conséquent F' = f est identiquement

nulle sur [0, 1] ce qui est impossible.

Remarque 1.5. : Il existe des fonctions dérivables dont la dérivée n’est pas intégrable ;
par exemple la fonction f définie sur [—1,1] par f(z) = 22 sin 25 pour = # 0 et f(0) = 0,
est dérivable mais sa dérivée

1 2 1
f’(az)zQazsin?—Ecos? siz#0 et f'(0)=0

n’est pas intégrable car elle n’est pas bornée.

1.2.6 Premiere méthode :Intégration par parties

Théoréme Soient f et g deux fonctions de classe C* sur [a,b]. Alors :

Preuve : On a: (fg)'(z) = f'(x)g(x) + f(x)g'(z) donc
b b b
[or@s =(r@gta)l = [ £@g@in+ [ 1))

e 1
Exemple 6. : Calculons [ In(z)dz. On pose f(x) = In(z) et ¢'(x) = 1 donc f'(x) = -
et g(z) = x. Ainsi

€ €

/ln(x)dx = [zln(x)]] — /dx =
1 1
1.2.7 Deuxieme méthode : Changement de variables

Théoreme Soient f : I — R continue sur l'intervalle I CR , et ¢ : J — I une
application bijective d'un intervalle J de R dans 'intervalle I, tels que ¢ et ¢t

FS de Meknes 10 M.RHOUDAF
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solent continument dérivables. On a alors

b o(b)
/ﬂmm¢wﬁ:/fmw
a ¢(a)

Preuve : Si F' est une primitive de f alors

(Fo¢)(t) = F'(o(t)¢'(t) = f(o(1))¢' (1)

Donc
b b #(b)
/ﬂwm¢®ﬁ=/@%@ﬁwh%Wo@®K=/f@ﬂu
a a ¢(a)

Remarque 1.6. Si F est une primitive de f alors
[ fewns it =Fow +c. ce r

Applications-Disposition pratique : Ce théoréme permet de calculer | f silon sait
calculer [ fo¢.¢/, ou réciproquement. Il est & la base de tout < I’art de l'intégration
>, qui consiste a trouver les bons changements de variables z = ¢(t). Dans la pratique,
on écrit alors

v =o() = 5 = 9(0).

On écrit symboliquement dx = ¢'(t)dt, et on substitue ces deux équations dans I'intégrale
en question :
[ t@ae= [ 1oy g
~N =
xr dx

Puis, ayant trouvé la primitive F'(t) du membre de droite, on retourne a la variable x
en substituant ¢t = ¢~ 1(x).

Remarque 1.7. : Il ne faut pas oublier de changer les bornes d’intégration apres
chaque changement de variable.

Remarque 1.8. : 1l faut s’assurer que la fonction ¢ est effectivement une bijection,
généralement en considérant ses propriétés de monotonie. Dans le cas échéant, il faut
découper l'intervalle d’intégration en des sous-intervalles sur lesquels ¢ est monotone.

F'S de Meknes 11 M.RHOUDAF



M.RHOUDAF Analyse 11

2t
Exemple 7. : Calculons l'intégrale I = fol mdt.
Posons ¢(t) =t + 1 donc ¢/(t) = 2t, ainsi

- [ [ 4

Ezemple 8. : Calculons la primitive [ sinz coszdz sur Uintervalle | — 1,1[. Posons
sinz =t = cosxzdr = dt. C'est justifié car sin est une bijection continue de [F*, 7]
sur [—1, 1], et la fonction réciproque z = arcsint est également dérivale a I'intérieur de
cette intervalle. D’ou

1 1
/sinxcosxd:c: /tdt: étz—i-c: a(sinx)2+c

1.2.8 Fractions rationnelles

Dans ce (long) chapitre, on montre comment on trouve une primitive pour toute frac-
tion rationnelle f(x) = g(g, ou P et () sont deux polynomes. La premiere partie
de ce chapitre est plutot aﬁgébrique : nous citons et utilisons ici plusieurs théoremes

importants d’algebres sans démonstration.

Définition On appelle fraction rationnelle réelle toute fonction f de la forme :

_P()
0= 56)

ou P et ) sont deux polynomes a coefficients réels.

Définition Soient A(z) et B(z) deux polynomes réels. On appelle division eucli-
dienne (ou division selon les puissances décroissantes) de A(z) par B(z) I'unique
couple (@, R) tel que : A(x) = B(x)Q(x) + R(z) avec R = 0 ou bien d°R < d°B,

(d°=degré) . Les polynomes () et R sont appelés respectivement quotient et reste.

Ezemple 9. Soient A(x) = 22 + 2% — 32> + 2 — 1 et B(z) = 2> + z + 1. Pour
effectuer la division euclidienne de A(x) par B(x) on divise le terme de plus haut degré
de A(x), soit 2z*, par le terme de plus haut degré de B(x), soit x : on obtient 2z?
puis on multiplie 22% par B(x) et on retranche le résultat de A(x) on obtient alors le

premier reste Ri(r) = —a® — 52% + x — 1. On recommence I'opération en remplagant
A(x) par Ry(z) on obtient le deuxieme terme du quotient égal a —z et le deuxieme
reste Ry(z) = —42? + 22 — 1. On recommence 'opération en remplagant R;(x) par

Ry () on obtient Q(z) = 22% —x — 4 et R3(x) = R(z) = 6z + 4.
En pratique on procede comme dans le cas de la division selon les puissances crois-
santes :

FS de Meknes 12 M.RHOUDAF
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2t + a2 =32+ —1 24+x+1
21t + 223 + 222

202 —x —4

—3 =5+ —1

4% —4x — 4

6x + 4

Propriété Tout polyndéme non nul P(z) a coefficients dans R s’écrit sous la forme
P(x) = c(z—r1)™ (2—72)™...(x—7p) ™ (22 +b17+C1 )™ (22 +byz+c) ™. (22 +by x4+ )

P(:L‘) =C (Hizl(l‘ = T‘k)mk) (HZZI(I’Q -+ bkl‘ + Ck)nk)
avec b2 —4cq <0, my, ny € Npour I<k<netc#0.

Décomposition en éléments simples

Soit f(x) = ggi

racine commune. Si

une fraction rationnelle telle que P(z) et Q(x) n’ont aucune

Qx) = Il}_ (x — rk)mkﬂzzl(xz + bpx + c)"*,

avec b — 4c < 0 et ¢ # 0 alors la décomposition en éléments simples de f(z)
s’écrit d’'une maniere unique sous la forme :

+Cij
/(@) Z Z (x —1y) +Z Z 3:24{313)1-:1:—1—0]@-)7'

1<i<p 1<5<m; 1<i<q 1<5<n;

ou A;;, B;j et C;; sont des constantes réelles, et E(x) est un polynome appelé

partie entiere de la fraction rationnelle f(x).

Remarque 1.9. La partie entiere F(z) de la fraction rationnelle f(z) n’est autre
que le quotient de la division euclidienne de P(x) par Q(z).

On a donc P(z) = Q(x)E(z) + R(z) avec d°R(z) < d°Q(x) ou bien R(z) = 0.

On en déduit que :

F'S de Meknes 13 M.RHOUDAF
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Remarque 1.10. Pour calculer une primitive de f(z) il suffit alors de calculer les
primitives de

axr +b
E >1 et >1, ¢ —4d < 0.
(), (x —b)"’ nete (:E2+cx+d)"’n_ ¢ <

a

e C(Calcul defﬁd:p. On a:
.T_ n
aLoglx —b|+C si n=1

(x —b)" n—l(x—b)"*lJrC sion>2.

ar+b
e Calcul de [ dz. On a :

(22 + cx + d)"

/ axr +b dr
(22 + cx + d)"

= g/ e dx+(—gc+b)/ d
2] (@2 +cxtd)n 2 (22 + cx + d)"

2
= Calcul de f > ;Z;j d)nd:c. On a :

Loglz®> + cx +d|+C si n=1

/ 2r+c¢ do — 1
2 N C si n>2
(22 4+ cx + d) D@ ex rdp + sion>

d
= Calcul de Hx)zf(:ﬁ—i—ci—l—d)”' On a:

dr dx
I<x):/(x2+cx+d)" :/ [(x+§)2+(d—ﬁ)}”7

2

on pose u=x+§ et o = (d— <) > 0; car A > 0, on obtient

1 du
[(SL’) = 2n—1 / N [(%)2 N 1:|n
B 1 / dv _u
T g2n-1 [v2 + 1]7“ v= o

Enfin pour calculer I(z) il suffit de calculer I,,(z) = [

(142"
Sin=1ona: L(z)=arctge + C.
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Sin > 2 nous avons la relation de récurrence suivante :

1 T + 2n —1
2n (1 + 22)" 2n

Iy (7) = I,(x).

En effet
/ dx B T n 2n/ x2dx
(1+22)"  (1+22)" (1 +:L’2)"+1

B T +2/ dx 2/ dx
T A ta)m n 1+ 22)" n 1+ 22+

x
— 7(1 pn +2n [, (z) — I (2)] .
Ezemple 10. : Calculons J(z) = [ __dr On pose u = x + L on obtient :
e B R |
d

J(x)= [ ﬁ D’apres le résultat précedent on a :

1 u 3

J(z) = L(u) = 1 L1 + Zarctgu +C
1 z+3 3 1
= - —arct -)+C.
P 1y +qare gz + 2) +
344 —1
Ezemple 11. : Calculons I(z) = [ x—zixld:c.
x‘ J—

On pose P(r) = 23 +4z—1 et Q(x) = 2° — 1, la division euclidienne de P(z) par Q(z)
donne :

P(z) = 2Q(x) + bz — 1,

donc, d’apres la proposition 5.6, on a :

P(x) Sr —1 B a b
0 T e-Dery i Tarn

(1)

Il existe plusieurs methodes pour calculer les constantes a et b. La methode générale
consiste a réduire au méme dénominateur les deux membres de I’égalité (1), puis iden-
tifier les coefficients des numérateurs. Une autre methode simple dans ce cas est la
suivante :

Pour calculer a on multiplie les deux membres de 1'égalité (1) par x — 1 puis on donne
a x la valeur 1 on obtient a = 2.

Pour calculer b on multiplie les deux membres de ’égalité (1) par x + 1 puis on donne
a x la valeur -1 on obtient b = 3.

/ gggd‘” - / de/ . / xgﬁ

= 5:10 > 4 2Log|lr — 1| + 3Loglz + 1| +C, C € R.
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3x2 —3x—1

Calculons I(z) = [ (x —2)(z2 + 1)

nelle F(x) s’écrit

dzx. D’apres, la proposition 5.6, la fraction ration-

32 —3r—1 ay bix + ¢
F(z) = = )
(z) (r —2)(x2+1) x—2+ 2+ 1

Par identification on obtient
372 — 31 — 1 = (ay + b1)a® + (c1 — 2b1)z + (a3 — 2¢1),

on en déduit que

a1+b1:3
Cl—2b1:—3
a1—201:—1,

d’ou l'on tire, a1 =1, by =2 et ¢; = 1. Donc

1 2z +1

Par suite on a :

322 — 3z —1 1 2z 1
de = d —d —d
/(x—2)(x2+1)x /x—2x+/x2+1 x+/x2+1x

= Log|z — 2| + Log(z* + 1) + arctgr + C.

Application Considérons [ F(sinx, cosz)dz ot F est une fraction rationnelle en sin x
x
et cosz. Le changement de variables; ¢ = tgg, ramene le calcul de cette primitive a

celui d’'une fraction rationnelle en ¢ :

Exemple 12. : Calculons l'intégrale

I:/ sin xdx .
1+ cosx

0

(VB

x
Le changement de variables t = th nous donne

1 —¢? ) 2t 2dt
—_— mr=—- .
1+ 2’ S 1+ 2’ 1+ ¢2

COSx =

Par conséquent :

NIE]

1

sin xdx 2t dt 1
= [ 2/ = [Log(1 + t*)].. = Log2.
/1—1—0053: /1+t2 [ og(1+ )}0 °9

0 0

FS de Meknes 16 M.RHOUDAF



M.RHOUDAF Analyse 11

Regles de Bioche

On cherche a calculer une primitive d’une fraction rationnelle en sinus et cosinus sur
ses intervalles de définition. Notons R(cos(z),sin(x)) une telle fraction rationnelle. Par
exemple

sin(z)

H -
T cos(x)

Remarque 1.11. } La fonction tangente est elle-méme une fraction rationnelle des
fonctions sinus et cosinus. La méthode suivante s’applique donc également pour les
fractions rationnelles en sinus, cosinus et tangente. Le calcul de ce type de primitive se
fait par un changement de variable qui permet de se ramener au calcul d’une primitive
d’une fraction rationnelle. Pour choisir ce changement de variable, on utilise les regles
de Bioche. Posons

f(z) = R(cos(x),sin(z)).

le changement x — —x, on pose t = cos(x)
le changement x — m™ — x, on pose t = sin(z)
le changement x — m+ x, on pose t = tan(x)

Sinon, on pose t = tan (g)

Remarque 1.12.

1. Pour retrouver le changement de variable obtenu par les régles de Bioche, il suffit
de se rappeler de la cohérence entre invariance et changement de variable :

cos(—x) = cos(z)
sin(m —x) = sin(x)
tan(m +x) = tan(x)

2. Dans le cas ou les réegles de Bioche préconisent un changement de variable t =
cos(z) (resp. t = sin(x)), on constate que la fonction f s’écrit en fait f(x) =
g(cos(z)) sin(x) (resp. f(x) = g(sin(x)) cos(z)). La fonction cosinus (resp. sinus)
étant de classe C' sur R, ce changement de variable est valide

3. Le changement de variable t = tan(z) (resp. t = tan(3)) n’est valable que sur
des intervalles ne contenant pas un point du type 5 + km (resp. m+ 2km), avec k
élément de Z. Sur ces intervalles la fonction x +— tan(x) (resp. v — tan(3)) est
bijective, dérivable et de dérivée non nulle; le changement de variable est donc
valide
Mais st l’on fait ce changement de variable pour chercher une primitive d’une
fonction f sur un intervalle contenant un point x, = 5 +km (resp. x, = 7+ 2km),
la méthode ne nous donnera pas la primitive au point xy. Il faudra prolonger par
continuité les primitives obtenues a droite et a gauche de xp pour obtenir une
primitive dans le voisinage de xy,

z

2), on aura besoin des formules :

4. Pour le changement de variable t = tan (

1= 2 2t
=g Sm(x)_l—i—tZ et tan(x)—l_tQ.

cos(z)
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5. On peut toujours choisir de faire le changement de variable t = tan (%) sans
s’intéresser aux propriétés d’invariance, mais cela a deux inconvénients
— d’une part, les calculs seront plus longs car on obtiendra des polynomes de degré
plus éleve,
— d’autre part, si un point de la forme w+ 2kn fait partie du domaine d’étude, il
sera mécessaire de faire une étude particuliere pour ce point.

6. Dans le cas ou R est un polynome, le calcul d’une primitive se ramene au calcul
de termes du type [ sin?(x)cos?(z)dx.

Exemple 13. : Calculons une primitive sur | — w, | de la fonction
sin(z)
: = —
Jo 1 + cos(z)
On a ()
sin(—x
—2)d(—2) = —————F—dzr = dz.
Flma)i(=a) = et da = fla)ds
On utilise donc le changement de variable t = cos(x) soit dt = —sin(x)dx. On obtient
alors ' y
/ sin(z) dr — t
1+ cos(x) 1+t
= —In|1+¢
= —In|l+ cos(z)| = —In(1 + cos(x))

Regardons ce qu’on obtient si on fait le changement de variable t = tan (g)
Dans ce cas, dt = 1(1+1*)dz et

sin(z) i—ttz 2dt
dz = 1—¢2 2
1 + cos(x) 1+ 1+t

1++¢2

2t
= dt
/1+ﬂ

= In(1+ %)
= In(1+ tan® (%))

Autres changements de variable
— Fractions rationnelles de fonctions hyperboliques : le plus simple est souvent de
prendre u = exp(x).

— Intégrales abéliennes. f(x) = F(x, {/ Z;”Ig), on prend u = {/ Z;”Ig

1.2.9 Sommes de Riemann
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Propriété Si [ est intégrable sur [a,b], la suite (S,) définie par
b—a b—
a4 g f <a +k a)
n n
k=1

tend vers fab f(z)dz quand n tend vers +oo.

Sp =

Exzemple 14. : Calculons la limite de la suite S, = n%rl + 1#2 + ﬁln

1
Soit f la fonction définie sur [1,0] par f(x) = 112 Ona:

1
1 — k 1
2 (5) e =ten
- 0
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Intégrales généralisées

M. EL FETNASSI & M. RHOUDAF

2.0.10 Définitions et Exemples

Nous allons généraliser la définition de f:f(x)dx au cas ou [ nest pas forcément
bornée et a,b peuvent étre £oo.

Définition Soit f une fonction réelle définie sur]a,bl. On dit que f est localement
intégrable sur|a,b| si f est intégrable sur tout intervalle fermé borné [, 5] Cla, b

Exemple 15. : La fonction % est localement intégrable sur |0, 1].

1. Intégrale sur [a,b] ou |a, b]

Définition Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b], (—o0 < a < b <
+00). On dit que l'intégrale de f sur [a,b] est convergente si la fonction

F:x»—>/f(t)dt, a<x<b,

21
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admet une limite finie quand x tend vers b; et on pose par définition

/b f(t)dt = lim / F(t)dt

Si cette limite n’existe pas on dit que l'intégrale de f sur [a,b] est divergente.
De méme si f est continue sur |a,b], (—oo < a < b < 400). On dit que l'intégrale
de [ sur [a,b] est convergente si la fonction

F:xl—)/f(t)dt, a<x<b,
admet une limite finie quand x tend vers a ; et on pose par définition

/f {)dt = lim f()

T—ra

Si cette limite n’existe pas on dit que l'intégrale de [ sur |a,b| est divergente.

Exemples :
1. La fonction fox cost dt = —sinxz n’admet pas de limite lorsque x — oo, donc
[intégrale généralisée

+oo

/ cost dt

0

est divergente.
2. La fonction fl z=1- % tends vers 1 lorsque x — 400, donc

—+00
dt
1

3. La fonction f(:v) = ﬁ n'est pas bornée sur l'intervalle [0,1]. Cependant, pour

. . r—1
O 1 f = arcsint| = arcsinz — Z. Donc
0 1 t2 0 2

/ dt

V1—1t2
0

converge et a pour valeur 7/2.

4. La fonction définie sur [0,4o0[ par : f(x) = e™®, est continue sur [0, +oo[ et pour
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tout x € [0,400[, on a :

T

F(z) = / etdt =[]l =1 ¢,

0

donc lirf F(x) = 1. Par suite l'intégrale de f sur [0, +o0o[ est convergente et on a :
T—r+00

+o0

/ e tdt = 1.

0

5. La fonction définie sur [0, +o00[ par : f(x) = sinz, est continue sur [0, +oo[ et pour
tout x € [0,400[, on a :
F(z) = /sintdt =1—cosxz,

0

F(x) n’a pas de limite quand x tend vers +oo donc l'intégrale de sin sur [0, +o00| est
divergente.

6. La fonction v — 1 est continue sur | — oo, +o00| et on a :

+ 22
0 T
: dt . T , dt T
lim = — lim arctgr=—=, et lim =—.
T——00 1+ ¢2 T——00 2 x—>+00 14 ¢2 2
T 0
Donc
/ dt / dt . / dt s . s
= _ = — - = T.
1+t 142 1+t 2 2
—00 —00 0

7. Calculer fol tin(t) dt.

La fonction t — tin(t) est continue sur |0,1], mais admet pour prolongement par
continuité en 0 la fonction g telle que g(t) = f(t) sit # 0 et g(0) = 0. Par suite
fol tin(t) dt existe et on a :

1 1
/tln(t) dt = lim [ tin(t)dt.
x>
0 T
Or,
/ 2 1L 2 L2
/tln(t) dt = [—ln(t)} — / —dt = —— Logx — 1 + T
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Donc

1

8. La fonction définie sur |0,1] par : f(x) = —=, est continue sur ]0,1], et pour tout
x

x €]0,1], on a :

F(z) = [mf] —2_ 2/

\/_

Donc lim F(x) =2, par suite lmtegmle de [ sur0,1] est convergente et on a :

xz—0*t
/ d
)
N
0
9. La fonction définie sur |0,1] par : f(x) = —, est continue sur |0,1], et on a pour
x

tout x €0, 1],

ro = [ [A] et

T
x

De plus lim F(x) = +o0, donc l'intégrale de f sur]0,1] est divergente.

z—0t

10. La fonction définie sur [1,+oo] par : f(x) = est continue sur [1,+00], et pour

1
V!

tout x € [1,+o0[, on a :

F(z) = [Q\f] N

\[

Donce hT F(z) = +o0, par suite l'intégrale de f sur [1,400] est divergente.
T—1+00

11. La fonction définie sur [1,4o00] par : f(x) =
pour tout x € [1,+0o0],

—, est continue sur [1,+o0[, et on a
x

rdt 11 1
1

De plus liT F(z) =1, donc lintégrale de [ sur [1,4o00[ est convergente et on a :
T—+00

+ood
Xz
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Remarques.
1. Si f est une fonction continue sur R, la limite

a——+00

lim /a f(z)dz

peut exister sans que ['intégrale généralisée fj;o f(z)dz soit convergente. En effet, il
suffit de prendre une fonction f impaire quelconque ; par exemple f(x) = x, on a alors
pour tout a > 0

a——+400

lim /f(x)dx = 0.

Mais les intégrales [, f(z)dx et ffoo f(x)dz divergent.
2. Soit f une fonction continue sur lintervalle ouvert ]a,b| et soit F une primitive

de [ sur]a,b[. La convergence de l'intégrale f:f(az)da: équivaut a l'existence des deux
limites finies F'(at) et F\(b™) ; et si ces limites existent, on a :

b

/f(x)dx =F0b") - F(a™).

a

2. Intégrales sur |a, b]

Définition Soit f une fonction localement intégrable sur un intervalle |a,bl,
(—o0 < a < b < +00), et soit ¢ €|a,b] on dit que l'intégrale de f sur ]a,b]
est convergente si les intégrales

b

/cf(x)dx et /f(t)dt

[

sont convergentes et on pose alors

/bf(x)dx:/cf(x)der/bf(x)dx.

Dans ce cas, ff f(z)dx est indépendante du choiz du point c.

Remarques.

Les intégrales définies ci-dessus sont appelée intégrales généralisées ou impropres.
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2.1 Critéres de convergence

2.1.1 Intégrales de Riemann

Les intégrales de Riemann sont des intégrales qui seront considérées comme des références
pour la suite.

Le résultat ci-dessous est un résultat de cours qui sera donc utilisé sans avoir besoin
de le redémontrer.

Propriété Soit a € R. Alors.
dx

— L’ intégrale fol — converge pour o < 1 et diverge si a > 1.
x

x
— L’intégrale f1+°o — converge pour o > 1 et diverge si a < 1.
x

Preuve. St a # 1, pour tout x >0 on a :

1
dt 1 1 1
F — i tl—a — 1— 1—aTl .
(:E) te 1_&[ ]x 1—04[ x ]7
donc :
! <1
st o«
lim+ Flz)=< 1—-«
+0 +00 si a>1
De méme, pour tout x >0 on a :
[ dt
Gla) = [ 5 =—Fl)
1
donc
! ) > 1
st «
lim G(z)=¢ a-—1
peo 400 st a<l
Sia=1,ona:
[ d [ d
t t
lim | —=— lim Logx = 400, et lim — =4
z—0+ z—0+ x—+00 t
T 1
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2.1.2 Le cas de fonctions positives localement intégrables

Integrales des fonctions positives
Soit f : [a,b[— R, localement intégrable. L’intégrale f; f(t)dt est convergente si
et seulement si l'ensemble { [ f(t)dt; x € [a, b} est majoré; dans ce cas

[ strie= s / 0 1)

a

Preuve. F(x f f(t)dt est croissante, donc lim,_, F(x) existe toujours ; si elle est
finie lmtegmle est convergente ; sinon elle est égale a +o00.

Critére de Comparaison

Soient f et g deux applications localement intégrables de |a, b dans R. On suppose
qu’il existe ¢ € [a, b] tel que : Vt € [¢,b], 0 < f(t) < g(t). Alors :

- f g(t)dt convergente = f f(t)dt convergente.

= fa f(t)dt divergente —> f g(t)dt divergente.

Preuve. Soit ¢ € [a,b], pour tout x € [c,b] on a :

jf(t)dt:jf(t)dt+if(t)dt

Donc les intégrales [/ f(t)dt et [ f(t)dt sont de méme nature; car [ f(t)dt est
une constante, .

De la méme fagcon, on voit que les intégrales f t)dt et f+oo t)dt sont de méme
nature.

il suffit d’étudier la convergence de fbf dt et de f g(t)dt. Sachant que Yx € [c, b,
0< ff ft)dt < f g(t)dt la conclusion resulte du Theoreme Integrale des fonctions
positives.

Exemples. 1. Etudions la convergence de l'intégrale : f0+oo et dt.

A priori on ne sait pas calculer cette intégrale. Pour étudier sa nature nous allons
magorer la fonction t — e par une fonction simple dont [’intégrale converge.

Pour toutt > 1, on a : 0 < et < et Donc, d’apres la remarque précédente, la
convergence a linfinie de l'intégrale : f0+ e~tdt entraine celle de +oo P

F'S de Meknes 27 M.RHOUDAF



M.RHOUDAF Analyse 11

Théoréeme des équivalents  Soient f et g deux fonctions continues et stricte-
ment positives sur [a,+0ol. Supposons qu’elles soient équivalentes au voisinage
de +00, c’est-a -dire :

f(t)

lim 2 — 1.
1450 g(t)

Alors lintégrale f(:roo f(t) dt converge si et seulement si fa+°og(t)dt converge.

Attention : il est important que f et g soient positives!

On notera le fait que f et g sont équivalentes au voisinage de +oo par : f(t) o~ g(t).

Preuve. Dire que deux fonctions sont équivalentes au voisinage de +00, c’est dire que
leur rapport tend vers 1, ou encore :

Ve>0 dA>a Vt> A 'w—l

soit encore :
Ve>0 dJA>a VE>A (1—¢€)g(t) < f(t) < (1+¢€)g(t).

Fizons € < 1, et appliquons le théoréme de comparaison sur lintervalle [A,+o00].

Si intégrale f;oo f(t)dt converge, alors l'intégrale :00(1 — €)g(t)dt converge, donc

lintégrale f;oog(t)dt aussi par linéarié.

Inversement, si f;oo f(t)dt diverge, alors f:oo(l + €)g(t)dt diverge, donc f;oog(t)dt
diverge ausst.

Exemples.
1.Est-ce que ["intégrale
+oo
°4+3t+1
———dt  converge ?
t3+4
1
Comme
o +3t+1 2

Bt+4d Ao

et que nous avons lintégrale f;roo t2dt diverge, alors notre intégrale diverge.
2. On a
x 1
.’173 T 1 +o00 \/E

donc f0+°o diverge.

x
Vs +1
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Critere d’équivalence
Soit I = [a,b], (—00 < a < b < +00). Soit f et g deux fonctions continues,
positives sur I. Si f et g sont équivalentes au voisinage de b; f ~y g, alors les

intégrales
b

/bf(t)dt et /g(t)dt

sont de méme nature. Ce résultal reste valable si on remplace I'hypothése < f et
g positives > par < f et g ont un signe constant au voisinage de b >.

Exemples.
1. On a

el‘
done [} == converge.
b 7z I
2. 0n a

NO—

18inx .
——dx diverge.
22

donc fo

2.1.3 Le cas de fonctions localement intégrables quelconques

Critere de Cauchy

Théoreme Soit [ : [a,b[— R une application localement intégrable. L’intégrale

ff f(t)dt est convergente si et seulement si f vérifie la condition suivante, dite
critere de Cauchy : Ve > 0 3¢ € [a, b] tel que V1,9 € [c,b] on a |f;12 f@)d)| <
€.

Preuve.
— Condition nécessaire.
Supposons que ff f(t)dt est convergente, c’est a dire

glgiirll)F(x):leR ot F(x):/f(t)dt.
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Par définition, Ye > 0 3¢ < b tel que |F(z)—I| < ¢/2Vx € [c,b], donc | f;f f®)dt)] =
|F(x9) — F(xy)| < |F(xy) = U + |l — F(22)| < €/2+4€/2 =€ V1,29 € [, b].

— Condition suiffisante.
Supposons que la condition de Cauchy est satisfaite. Choisissons une suite (x,)nen
arbitraire de nombres dans [c,b| telle que lim,,_ o , = b. Alors la suite F(x,) est
de Cauchy, donc convergente. Notons | = lim,,_,o, F'(x,). Ve > 0, 3¢ € [a, b] tel que
|F(2') — F(2")| = \f;; f)dt| <e/2Va' 2" € lc,b], et AN € N tel que |F(z,) — | <
€/2 ¥Vn > N. Prenons un n > N tel que z, € [c,b], alors |F(x) — 1| < |F(z) —
F(z,)| + |F(x,) =1 <€/2+¢€/2 =€ Vx € [c,]].
Cela veut dire que lim,_,, F'(z) = 1.

2.1.4 Convergence absolue

Définition Soit I =|a,b[, (—co < a < b < +00) et f une fonction continue
sur I. On dit que ["intégrale de f sur I est absolument convergente si l’intégrale
f: |f(t)|dt est convergente.

Propriété Soit I =|a,b[, (—o00 < a < b < +00) et f une fonction continue sur
1. S7il existe une fonction g continue sur I telle que

0<|fI<g sur I
fabg(t) dt converge,

alors f:f(t)dt est convergente.

Preuve. Elle résulte immédiatement du critére de Cauchy et de l'inégalité :

flf(t)ldt < fg(t)dt-

xr1

Corollaire 2.1. Si ff |f(t)] dt converge alors f:f(t) dt converge.

Preuve.

/bf(t)dt < /b|f(t)|dt.

Remarque. La réciproque de ce corollaire est en général fausse.
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Exemples. 1. Ftude de

+oo ;
cos
/ t—2 dt.
1
, cost . T e 14
Comme la fonction f(t) = v n'est pas positive, on va étudier lintégrale de |f|.
1
On a:|f(t) < 27 comme a = 2 > 1, lintégrale de |f| est convergente, donc aussi

l’intégrale de f.

2. Montrons que I,, = fOJrOO e t(sint)™ dt converge.
Pour toutt € R on a :
le " (sint)"| < e

+oo _
Or, fo *e~tdt converge, donc I,, converge.

Propriété Soit (a,b) € R?, tel que a < b. Soit f une fonction continue sur ]a,b]
telle que

Pm(t —a)f(t)y=k eR.

—a

o Sia <1 lintégrale fab f(t)dt est absolument convergente.

o Sia>1etk+#0, lintégrale fabf(t) dt est divergente.

Propriété Soient a € R, f une fonction continue sur [a,+oo] telle que

lim t*f(t) =k € R.

t——+00

o Sia>1 lintégrale f(joo f(t)dt est absolument convergente.

o Sia<1letk+#0, lintégrale f;oo f(t)dt est divergente.

Ezxzemple 16.

Montrons que f;oo e~ tn(t) dt converge.

Ona :
lim #*e~‘In(t) =0
t——+o00

donc

+oo

/ e tin(t) dt

2

est absolument convergente.
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2.1.5 Intégrale semi-convergente

Définition Une intégrale f:oo f(t)dt est semi-convergente si elle est convergente
mais pas absolument convergente.

Exemple 17.

sint
/—dt est semi-convergente.

Nous allons prouver qu’elle est convergente, mais pas absolument convergente.

1. L’intégrale est convergente.
Pour le montrer, effectuons une intégration par parties (avec v’ = sint, v = %) :

/Sl—ntdt [—cost} /COStdt

Examinons les deuzx termes :
- [ﬂ]f = —L + cosl. Or la fonction <% tend vers 0 (lorsque v — +00),

t
car cosx est bomee et 315 tend vers 0. Donc [ ]1 admet une limite finie (qui

est cos1).

— Pour l'autre terme, notons d’abord que fl *

convergente. En effet |C°St‘ <%et l’mtégmle de Riemann f1 Sdt converge.

cost
t

cost

dt est une mtegmle absolument

cost

dt converge, ce qui signifie e:cactement que fm COStdt

Par conséquent, f1 >
admet une limite ﬁm’e
Conclusion : [ Smtdt admet une limite finie (lorsque © — +00), et donc par

s, ey o
définition f1 Sl?tdt converge.

2. L’intégrale n’est pas absolument convergente.
Voici un moyen de le vérifier. Comme ’sint} <1 pour tout t, on a :

| sin | S sin? t_1- cos(Qt)

t =t 2t
En appliqguant une intégration par parties a M (avec ' = cos(2t) et v = %),
on obtient :
/ 1— cos(2t)d l[ln tr _ L[sin20)]" l/ sin(2t) it
2t 2 1 4 t , 4 2
1 1

Or f+°° Sin@t) g converge absolument. Des trois termes de la somme ci-dessus, les
deux dermers convergent, et le premier tend vers +oo. Donc [intégrale diverge,
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et par le théoreme de comparaison, l'intégrale [ ‘Smt'dt diverge également.

2.1.6 Théoreme d’Abel

Pour montrer qu’une intégrale converge, quand elle n’est pas absolument convergente,
on dispose du théoréme suivant.

Théoréme d’Abel Soit f une fonction C* sur [a,+oo|, positive, décroissante,
ayant une limite nulle en +00. Soit g une fonction continue sur [a,+oo, telle
que la primitive f g(t)dt soit bornée. Alors l'intégrale

+oo
/f(t)g(t)dt converge.

Preuve.

Pour tout x > a, posons G(z) = f g(t)dt. Par hypothése, G est bornée, donc il existe
M tel que, pour tout x, |G (x )| < M. Eﬁectuons maintenant une intégration par parties :

] () g(t)dt = {f(t) G(t)K— / F1(0) G(t)dt

Comme G est borée et f tend vers 0, le terme entre crochets converge. Montrons main-
tenant que le second terme converge aussi, en vérifiant que

/f’(t) G(t)dt est absolument convergente.

On a:
F' G| = |rmlem] < (= f)M,

car f est décroissante (donc f'(t) < 0) et |G| est bornée par M. Par le théoreme de
comparaison, il suffit donc de montrer que f;roo —f'(t)dt est convergente. Or :

r—r-+00

/—f’(t)dt = fla) = f(x) et lim (f(a) = f(z)) = f(a).

Exemple 18.

sint
/—dt est semi-convergente.
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—+00

int
Avec f(t) = 1 et g(t) = sint, on retrouve que l'inégrale / %dt converge.
1

C’est une généralisation de 'exemple 18 précédent.

Exemple 19. Comme exemple d’application, si o est un réel strictement positif, et
k un entier positif impair, alors l'intégrale

+oo &
sin”(t)
i dt  converge.

1

Remarquons que cette intégrale n’est absolument convergente que pour o > 1. On vérifie

que les hypotheses du théoréme 2.1.6 sont satisfaites pour f(t) = tia et g(t) = sin”(t).
Pour s’assurer que la primitive de sin® est bornée, il suffit de penser & une linéarisation,
qui transformera sin®(t) en une combinaison linéaire des sin(ft), £ =1,... k, dont la

primitive sera toujours bornée.
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Equations différentielles linéaires

3.1 Introduction-définitions générales

Un corps de température 6y a ['instant t = 0 est placé dans un milieu de température a
(6o > a). On demande de trouver la loi de variation de la température de ce corps en
fonction du temps. La température cherchée est une fonction du temps que [’on désigne
par 0(t). Du cours de physique on sait que la vitesse de refroidissement d’un corps est
proportionnelle a la différencedes températures de ce corps et du milieu ambiant. La
fonction 0(t) étant décroissante, d’aprés la signification mécanique de la dérivée, on
obtient

do(t)

dt

ot k est le coefficient de proportionnalité. La relation (1) est le modéle mathématique du
processus physique étudié. La relation obtenue est une équation différentielle, car elle
relie la fonction inconnue 0(t) a sa dérivée. L’équation différentielle (1) peut décrire
d’autres phénomenes physiques. Pour a = 0 par exemple, elle décrit la désintégration
de l’atome radioactif. La solution de I’équation (1) est immédiate : 0(t) = Ce " +a, on
C' est une constante arbitraire. On détermine cette constante a partir de la condition
initale 0(0) = 6y, soit 8y = C' + a. La solution cherchée est donc

= —k[0(t) —a], (1)

6(t) = (6o — a)e ™ +a.

Il est souvent impossible, lors de l’étude de phénomenes physiques, de trouver direc-
tement la loi reliant les variables indépendantes et la fonction cherchée. Par contre,
on peut établir une relation entre cette fonction et ses dérivées, c’est a dire décrire
le phénomene étudié par une équation différentielle. Plus précisemment une équation
différentielle (ED) d’ordre n est une équation faisant intervenir une fonction y ainsi
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que ses dérivées y*) jusqu’a Uordre n. Par exemple, une telle équation pourrait étre

y'(t) =2.y(t) (%)

ou 1
y =57y bz (*%)

Dans le 2°™¢ exemple, il est sous-entendu que y est fonction de x. L’équation différentielle
d’ordre n la plus générale peut toujours s’écrire sous la forme

F(z,y,y..y™) = 0.

ot F' est une fonction de (n + 2) variables. Nous ne considérons que le cas ou x et y
sont a valeurs dans R. Une solution d’une telle équation différentielle sur l'intervalle
I C R estune fonctiony € C"(I; R) (une fonctiony :— R qui estn fois continiment
dérivable) telle que pour tout x € I, on ait F(z,y(x),y'(z), ...y (x) = 0.

FEzxercice 1. Vérifier que :

o y(t) = Ce* est une solution de I’équation différentielle (*) sur tout R, pour tout
C eR fixé;

oy(z) = mz* — bx est une solution de l'équation différentielle (**), sur R, pour tout
m € R.

Remarque 3.1. : Pour des raisons qui seront développées dans la suite, on dit aussi
"intégrer 'ED” au liew de “trouver une solution de I’ED”. Dans ce chapitre, on don-
nera des méthodes pour trouver ’ensemble de toutes les solutions a une certaine classe
d’équations différentielles.

Ezxemple 20. :y” +y =0, y=sinz est solution car y’' = cosx et y’ = —sinx

3.2 Equation différentielle du premier ordre

Définition Une équation différentielle est du premier ordre si elle ne fait inter-
venir que la premiére dérivée vy’

3.2.1 Equation différenitelle a variables séparées

Définition Une équation différentielle du premier ordre est dite a wvariables
séparées si elle peut s’écrire sous la forme :
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Une telle équation différentielle peut s’intégrer facilement : En effet, on écrit iy’ = d;w
puis, symboliquement

)y = g(x)de & / f(y)dy = / o(x)dz + C.

On écrit ici explicitement la constante d’intégration arbitraire C € R ( qui est déja
implicitement présente dans les intégrales indéfinies) pour ne pas Uoublier. Il s’agit
donc de trouver des primitives F' et G de f et g, et ensuite d’exprimer y en terme de

x et deC :
Fly)=G@)+Cey=FYG(z)+C).

C’est pour cette raison que l'on dit aussi intégrer une équation différentielle.

Exzemple 21. Résoudre sur I =|1,+oo[ I’équation différentielle
zy' Ln(x) = (3Ln(z) + 1)y.

On peut séparer les variables (v et y) en divisant par yrLn(z), ce qui est permis si et
seulement siy # 0 (car xLn(x) > 0) d’aprés l’énoncé). On a :

y' 3Lnx + 1 3Lnx + 1
7z dy = +C
Y Czlnz Czlnz

. 3an+1 _ 3
avec C' € R. Soit =34+ 1)

Lnly| = 3Ln|z| + Ln|Lnz| + K = Ln|z’ Lnz| + K.
Avec K € R. En prenant ’exponentielle de cette expression, on a finalement :
y = Cox® Lnx

avec Cy € R : En effet, le signe de Co(=1 &) tient compte des deux possibilités pour
ly|, et on vérifie que Cy = 0 = y = 0 est aussi solution ( mais pour laquelle le calcul
précédent, a partir de la division pary, n’est pas valable.)

Exemple 22. : Résoudre
2zydy = (2° — y*)dx (1)

Posons : f(z,y) = 2zy, g(z,y) = 22 —y?, on a : f(2z,2y) = 4oy = 2%y et g(2x,2y) =
22(2? — y?) donc f et g sont homogéne de degré 2. On pose y = v pour résoudre (1).
dy = vdx + zdv et (1) devient :
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Apres intégration on obtient :

2*(1-3v*) = K, (K € R)

d’ot
r(z® - 3y*) = K.
Soit . K
S
y=Fg(@" -

Détermination de la constante d’intégration
La constante d’intégration C' est fizée lorsqu’on demande que pour un x = xy donné,

on ait une valeur donnée de y(z) = y(xo) = yo. On parle d’un probléme avec conditions
initiales.

3.2.2 Equations différentielles linéaires du premier ordre

Définition  Une équations différentielles linéaire (EDL) du premier ordre est une
équation différentielle qui peut s’écrire sous la forme :

a(z)y’ +b(z)y =c(z)  (E)

ol a, b et c sont des fonctions continues sur un méme intervalle I C R a valeurs
dans K, K étant l'un des corps R ou C, et on demandera Vx € I : a(z) # 0.

Equation homogeéne On appelle équation homogene ou encore équation sans
second membre associée a (F), l’équation :

a(z)y + b(x)y =0 (Ep).

On la note aussi (Ep) ou (E.H).

Remarque 3.2. Si dans ces définitions, le coefficient de y' vaut 1 : on dit alors que
[’équation est normalisée ou encore résolue en y'.

Résolution de I'équation homogene associée

En effet, (E.H) est une équation différentielle a variables séparées. En l’écrivant
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et en lintégrant, on obtient :

[,
Ln\y\—/ a(x)d +C

et avec K € {£e“,0}, on a :
y=Kel'® K eR, F(zx) = /——)dx.

Concernant l'équation (E), on a :

Propriété L’ensemble des solutions de (E) est obtenu en ajoutant a toutes les
solutions de (E.H) une solution particuliere de (E).

La section suivante est consacrée a la détermination de la solution particuliere de
l’équation (E) par la méthode de variation de la constante.

Solution particuliére par variation de la constante

On cherche la solution particuliére sous la forme y = K(x)e"®) | avec Kune fonction a
déterminer ("variation de la constante”). On trouve que y est solution si et seulement
st

K'(z) = Zg% e o K(z) = / %e””daz.

(On peut intégrer car c’est la composée de fonctions continues, et on peut oublier la
constante car elle correspond a une solution de (E.H)). Une solution particuliere est

donc ()
_ @ [ AF) —F(z)
y(x)=e /a(az)e dzx.

et la solution générale est donc :

y(z) ="' (K + / %e”m)daz),[( ER,F(x) = /—%dw

Exemple 23. Résoudre sur I =|0, 5[, I’équation différentielle

sin(x)y — cos(z)y = x

Résolvons d’abord sur I l’équation homogéne :

sin(x)y — cos(z)y =0
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On obtient

Yy cos(v)

y  sin(x)
La solution générale de (E.H) est donc

= Ln|y| = Ln|sinz| + k, k € R.

y= Ksinz, K € R.

(avec K = +e* pour tenir compte des valeurs absolues, et K=0 étant solution aussi).
Cherchons ensuite une solution particuliére de (E) sous la forme

y = K(z)sinz, (K est continument dérivable).
On a alors y'(x) = K'(x) sinx + K(x)cos(z), ce qui donne dans (E) :
( sinz)[K'(z) sinz + K(z) cosx] — ( cosx)K(z) sinx = x

et comme dans la théorie générale (et c’est toujours ainsi par construction), il ne reste
que le terme en K'(z), soit :

K'(r)sinz =7 & K'(x) = x2 <:>K(:c):/ :E2 dr.
sin® z sin” x
On integre par parties, en posant
u(x) =z, (z) = ! et u'(x)=1,v(z) = !
-  sin’x - ~ tan(w)

ce qui donne :

T 1 T
K = — dr = —
(:c) tanx +/tanx v tan x

T CoOSx T

= — +/ = — + Ln| sinz|.

tanx SINT tanx

Sur I, sinx > 0; une solution particuliére est donc obtenue pour C' = 0.
y = —x cosx + sinv Ln sinx

et la solution générale de (E) est donnée par :

Y = —I coSx + (K + sinx Ln sinx), K e R.

Remarque 3.3. : Siyjet yo sont deux solutions particuliéres de (E), alors y; — ya
est solution de (E.H), et la solution générale de (E) est

y=y1+c(yr —y2),c € R arbitraire.
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3.2.3 Equation différentielles du premier ordre non linéaires se
ramenant a des équations différentielles linéaires

Equation de Bernouilli

Définition Une équation différentielle est dite de Bernowilli si elle est de la
forme :

Y +p(2)y = q(x)y",n eR (Ber)

Pour résoudre I’équation (Ber) on pose u = y*~". Cette substitution transforme I’équation
(Ber) en une équation différentielle linéaire en la nouvelle variable .

Remarque 3.4. : Sin = 1, ’équation différentielle de Bernoulli est une équation
différentielle linéaire.

Equations de Ricatti
Définition Les équations de Ricatti sont des équations différentielles de la forme :

Y = a(2)y” + b(x)y + c(z) (Ric)

méthode de résolution : Si y; est une solution particuliére alors on pose le change-
ment de fonction suivant :

1
y=wy+ .
z

Cette substitution transforme ’équation (Ric) en une équation linéaire en z.

équations de Lagrange

Définition Les équations de Lagrange sont des équations différentielles de la
forme :

y=xf(y)+g(y) (Lag)

FS de Meknes 41 M.RHOUDAF



M.RHOUDAF Analyse 11

Pour intégrer les équations de Lagrange, on pose y' = p = Z—Z, (Lag) devient :y =
xf(p) + g(p), et on differentie :

dy = f(p)dz + xf'(p)dp + g'(p)dp

pdz = f(p)dz + xf'(p)dp + ¢'(p)dp

(p = f(p))dx = [zf'(p) + ¢'(p)] dp.
On transformé (Lag) en une équation différentielle linéaire en fl—i =a.

Equations de la forme y' = f(¥)

On pose y = tx pour résoudre ce type d’équations différentielles.

3.3 Equation différentielles linéaires du second ordre a
coefficients constants

On s’interesse maintenant aux équations différentielles du deuxiéme ordre, mais seule-
ment aux EDL ot les coefficients ag, a1, as sont des constantes réelles.

Définition Une équation différentielle du second ordre a coefficients constants
est une équation différentielle de la forme

ay' +by' +cy=f (E)

ou a,b,c € R, a # 0, et f une fonction continue sur I ouvert de R. L’équation
homogeéne (ou sans second membre) associée est

ay" +by +cy=0 (E.H)

D’aprés les résultats généraux on sait que 'ensemble des solutions de (E.H) est un
espace vectoriel et que la solution générale de (E) est la forme y = y, + yn, ot y, est
une solution particuliére de (E) et y, est une solution de (E.H). Nous admettons les
résultats supplémentaires :
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Propriété 1. Pour tout vy € I et (o, 3) € R?, (E) admet une unique solution y
telle que y(zo) = o, y'(xo) = B.

2. Les solutions de (E.H) sur I forment un espace vectoriel de dimension 2 sur R,
noté Sa(I).

3.51 y1,y2 sont deux solutions indépendantes de (E.H), alors yy,ys est une base de
So(I), c’est a dire So(I) = {ay + Py}

4.Pour yi,ys € Sa(1), on définit le wronskien w: I — R

_ U — 4 — Y (2)ys(z).
e ula) = | U B | @ho) ~ el

Si w(zg) # 0 pour un xg € I, alors w(x) # 0 pour tout x € I, et c’est une
condition nécessaire et suffisante pour que {yi,y2} soit linéairement indépendant
et donc une base de Sa(I).

3.3.1 Résolution de I'équation homogeéne associée (E.H)

On cherche la solution sous la forme y = €™, r € R. On a donc y' = ry et y" = r’y,
donc (E) devient : y.(ar® + br +¢) = 0.

Définition L ’équation
ar’ +br+c=0 (E.C)

se nomme équation caractéristique de (E.H).
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Propriété Suivant le signe de A = b* — 4ac, on a les résultats suivants :

oA > 0 : L’équation caratéristique admet deux racines réelles distinctes
r1 # 1o, et

T2T

yi(z) =€ ya(x) =€

est une base de Sa(I).

oA =0 : L’équation caratéristique admet une racine réelle double r, et

yi(z) = €7, ya(z) = 3™

est une base de Sa(I).

oA < 0 : L’équation caratéristique admet deux racines complexes conjugués
1 :Oé+i/B,T2 = O[_ZB (&7/8 €R76¢0)7 et

y1(x) = e* cos fx, ys(x) = e* sin Sz

est une base de Sa(1).
Dans chacun des cas, la solution générale de (E.H) est donc

y = Ay, + Bys,

avec A, B € R.

Preuve : Il est claire que dans chaque cas yi(x), y2(x) sont solutions de (E.H). Pour
vérifier qu’ils sont indépendantes il suffit d’aprés la proposition (1.4.1) de vérifier que
leur wronskien est mon nul. Par exemple dans le cas ot A > 0, le wronskien de
y1(2), y2(z) est

rxT roxT

€ €

7,,167"1:1: 7,,267"21 = (T2 - Tl)e(rler)m ?é 0

1l est conseillé de traiter les deux autres cas a titre d’exercice.

3.3.2 Recherche d’une solution particuliere de (E)

On distingue deuz cas particuliers et une méthode générale :
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cas particuliers

Premier cas particulier : le second memebre de l’équation (E) est de la forme :f (x) =
e**P(x), ot a €R et P(x) € R[X].

On cherche la solution particuliére sous la forme y(z) = e**2°Q(z), ot @ est un po-
lynome du méme degré que le polynome P, et I’entier s est choisi de la fagon suivante.
s =0 st a nest pas racine de l’équation caractéristique.

s =1 st « est l'une des racines de [’équation caractéristique.

s =2 si a est racine double de [’équation caractéristique .

Les coefficients du polynome @) sont déterminés par identification.

Remarque 3.5. : Cette méthode s’applique notamment pour o« = 0, c’est a dire
lorsque f(z) = P(x).

Deuxiéme cas particulier : le second membre de I’équation (E) est de la forme :f(x) =
P(x)e®® coswzx, ot w,a € R, P est un polynéme réel de degré n.

On cherche la solution particuliére sous la forme

y(x) = e*2*{Q(x) cos Bz + R(x)sin fx}, ot Q et R sont deuz polyndémes ayant le
meme degré que le polynome P, et l’entier s est choisi de la facon suivante.

s =0 si a+ i n’est pas racine de l’équation caractéristique.

s =1 si a+if est une racine de ’équation caractéristique. ( alors a — iff est aussi
racine del’équation cartéristique). Les polynomes Q et R sont déterminés par identifi-
cation.

Remarque 3.6. : Toute solution de (E.H) nulle en un point de I est identiquement
nulle sur I.
Remarque 3.7. : Deux solutions de (E.H) qui coincident en un point de I, sont

tdentiques sur 1.

Méthode de variation des constantes.

Si {y1,y2} est une base de solutions de l’équation homogne , on cherche une solution
particuliere sous la forme yo = A\y1 + pyo, mais cette fois A et p sont deux fonctions
vérifiant :

Ny oy = L2

{ Nyp+p'yy = 0

Résoudre I’équation suivante, sur lintervalle | — 5,43/ -

1
cos T

y'+y=

Les solutions de I’équation homogéne y” +y =0 sont Acosx + psinz avec A\, u € R.
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On cherche une solution particuliére de I’équation avec second membre sous la forme
Yo(z) = AM(x) cosx + p(x)sinx
avec cette fois AN(x), u(x) sont des fonctions a trouver et qui vérifient :

0
1

cosx’

o O
I

35
B

{ Ny +p'ys =

N cosx + p/sinz
)\/y/ + N/y/ _ donc
1 2 =

—Nsinz + p/ cosx =

En multipliant la premiere ligne par sinx et la seconde par cosx, on obtient

donc par somme ' = 1.

Ncoszsinz + p/(sinx)? =
—XNcoszsinz + p/(cosz)? = 1

Ainsi p(z) = x et la premiére ligne des équations devient N = —32L donc \(z) =
In(cos ). donc les solutions sont de la forme :
Yn +Yp = Acosx + psinz + In(cosz) cos x + xsin x

quels que soient \, u € R.

Principe de superposition :

Propriété Si f(x) = fi(z) + fo(z), une solution particuliére est donnée par y =
Y1 + Y2, ou y; est une solution de ay” + by’ + cy = fi(x).(pouri=1,2.)

Exemple 24. Résoudre
v'+y=1x+cos3z sur [ =R

a.) L’équation Homogene : L’équation caractéristique est r*> + 1. La solution générale
de (E.H) est y = Acosx + Bsinz.

b.) solution particuliéere associée 4y’ +y = x, © convient.

c.) solution particuliere associée a y” +y = cos3x, : En remplagant y = Acos 3z +
Bsin3x dans ’équation, on trouve (A — 9A) cos3x + (B — 9B) sin3x = cos 3z, donc
A= —é et B=0.

d.) conclusion : La solution générale est y = x — é3x + Acosx + Bsinz.
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Séries Numériques

4.1 Définitions et exemples

4.1.1 Définitions

Définition On a appelle série numérique toute suite de la forme
Sn = U+ -+ + Up.

avec (uy,) une suite réelle.

On note Y uy, la série de terme général (uy,).

On appelle somme partielle d’indice n de la série Y u, le nombre S,.

Si la suite (S,,) converge vers S, on dit que la série Y u,, converge de somme S et

on note
—+o0
k=0

On appelle reste de rang p la différence R, =S — S,. Si la série n’est pas conver-
gente, elle est divergente.

Remarque 4.1. les premiers termes de la série interviennent pour le calcul de S
mais pas pour la convergence.
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4.1.2 Condition nécessaire de convergence

On a la relation pour tout entiern >1 :

Up = Sn - Snfl.

Propriété Si la série Y u, converge, alors u, converge vers 0. La réciproque est
fausse.

Preuve : On a la relation pour tout entier n > 1 :
Up = Sn — Sn—l-

Donc si la série Y u, converge, la suite S, converge vers S, on en déduit que la suite uy,
converge vers S — S = 0.

Remarque 4.2. la réciproque est fausse.
En effet on considére la série de terme général 1/n pour n non nul. Cette série est appelée
la série harmonique. On note Sy, la somme partielle, on a

Sop— Sy = =yt b S
n e T o Ton 1 n+1- 2n 2

Donc si la série harmonique converge, alors la suite Son — S, converge vers 0 ce qui est
impossible avec l'inégalité ci-dessus donc la série harmonique diverge et son terme général
tend vers 0.

Remarque 4.3. On utilise surtout la contraposée de ce résultat c’est-a-dire si la

suite u, ne converge pas vers 0, alors la série Y u, diverge.

4.1.3 Combinaisons linéaires de séries convergentes

Propriété Si les séries Y u, et > v, convergent vers S et S' respectivement,
alors pour tous réels \ et 5 la série Y u, + A>_ v, est convergente de somme

BS + AS'.

Corollaire 4.1. Si Y a, converge mais Y b, diverge, alors Y (a, +b,) diverge.

4.1.4 Les restes d’'une série
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Définition Si " w, est une série convergente, alors son veste a Il'indice
n > ng est la somme de la série (convergente) R, = 1~ uy.

Les restes d'une série convergente Soit ) u, une séric convergente et
soit pour tout n > ng, R, =Y o uy. Alors

lim R, =0.

n—o0

Preuve :

Soit S la somme de Zzozno up et (Sn)ply,, la suite associée. Alors limy, oo Sp = S et pour
tout n > ng, S, + R, = S.

4.1.5 Critere de Cauchy
Définition On dit que la série > u, vérifie le critere de Cauchy si et seulement

St
q
2 tn

n=p

Ve >0 dN € N tel que Vp > N Vg > p on a <e.

Autrement dit, la série Z:;no u, satisfait le critére de Cauchy si et seulement si la
suite associée S, = Zzzno ug, satisfait le critere de Cauchy.

Comme une suite numérique converge si et seulement si elle satisfait le critere de
Cauchy, on a le théoréme suivant.

Critere de Cauchy Une série numérique Y u, est convergente si et seulement
si elle vérifie le critere de Cauchy.

4.2 Séries a termes positifs

Définition On dit que la série > u, est a termes positifs si u, > 0 pour tout
entier n.
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Propriété La suite des sommes partielles (S,,) est croissante. Par conséquent la
série Y u, est convergente si et seulement si la suite (S,) est majorée.

Preuve : on applique le théoréme de la convergence monotone.

Critéres de comparaison  Soient Y u, et Y v, deuz séries a termes réels posi-
tifs vérifiant
0<u,<wv,VneN. (4.1)

(1) Si la série Y v, converge, alors la série Y u, converge et

0<Y un <Y, @2)
n=0 n=0

(11) Si la série Y u, diverge, alors la série Y v, diverge.

Preuve :
i) Bvident.

n n
ii) Posons s, = g U, tn = E v, nous avons alors 0 < s, < t,, donc
k=0 k=0

Zun diverge = lim s, =+oc0o= lim ¢, = 400,
>0 n—-+4o0o n—-4o0o
n_

et par conséquent | u, diverge.

Théoreme  Soient (u,)n>0 €t (vn)n>o deur suites réelles positives équivalentes

= un
(hm —:1).
n—00 Uy,

Alors les séries g U, €t g v, sont de méme nature.
n>0 n>0

Démonstration
Pour e = %, dng tel que pour n > ng on ait Z—: — 1’ < %, c’est-a-dire
1 u 1
o< 1< 2
27 v, -2
Unp,
- - <2<+,
2 Up,
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O<1 < <3
—Up < Uy <~y
2 2

On applique ensuite le théoréme précédent .
+oo

Exemple : Montrons que la série E converge et calculons sa somme.

n+1)

1
Nous avons donc converge.
n(n+1) 2 Z J

Calculons la somme partielle s, de la série pout tout n € N*.

En remarquant que pour tout n € N*, n(n1+1) = TIL — n}rl, on a alors
1 1 1 1 1 1 1 1
Uy ==, Up=—=—=, U3=—— —, y Uyl = — —, Uy = — — :
Ty P 3 PT3 oy "TTau—1 o " n+41
En sommant toutes ces inégalités, nous obtenons s, = 1 — ? et par conséquent
~+00 1

Z ——— = lim s, =1.
i n(n+1) n—+o00

Remarque 4.4. Deux séries dont les termes généraux sont équivalents sont de méme
nature mais n’ont pas la méme somme.

1 1 M I A

En effet, nous avons —— Or, on montre que — = — > — alors qu’on
o n(n+ 1) e 1 ; 6 2 1
+00 1
jent d ' g — =1
vient de voir que S

n=1

Comparaison avec une intégrale Soit f: [ng,00[— R" décroissante
continue par morceaus. alors la série Y 07 f(n) et Uintégrale f:: f(t)dt sont
de meme nature. Si l'intégrale f:; f(t)dt converge, alors pour tout n > ny,

/ ey de < S Fk) < / £(t) dt

Démonstration
Il suffit d’étudier le cas ou lim, . f(x) = 0. Sans perte de généralité, supposons que
f est décroissante. Alors f est positive.

Pour z € [n,n+ 1], n > ng, on a f(n+1) < f(x) < f(n). Donc pour tous p > ngy et
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qg>ptel que p,g €N, on a

0< Y s < [ @<y s

4.2.1 Séries de Riemann

Définition Toute série de la forme >~ , n%, avec o € R, est dite série de Rie-

mani.

Convergence d’une série de Riemann La série de Riemann » -, n% converge
si et seulement si a > 1.

+oo dt

Preuve : Comparaison avec lintégrale [|"™ .

Regle de Riemann
1. Sl existe a > 1 tel que n®uy, - [ € R (I < +00) alors la série de terme
n——+0o0

général u,, converge.

2. Sl eriste a < 1 tel que n“u, — | >€ 0 alors la série de terme général

n—-—+o0o
uy, diverge.
Ezxemples
n*1n 3n
1. uy = ———
e2n
Nous avons lim n%u, =0, Va € R, et donc en particulier pour o > 1.
n—-+0o0o
—2n —2n
9, = dn ) W 1
S L ndgy) T e ) o M
1
3oUupy = ————.
"7 n(lnn)993
Le terme général u,, tend vers 0, mais u, n’a pas d’équivalent simple. Nous avons pour
n® : o
tout v € R, n®up, = ———50= mais la limite dépend de o :
n(lnn)
) o 0 sta<l
lim n%u, = .
n—+00 +oo sta>1
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n

o3 dx
La série g u, est de méme nature que _—
2(In z)1993
n=2 2

n

n

[ s - / F/() (£ (@))% oit f(x) = Inz

f<x>—1992 n
=l

f(n)71992 f(2)71992

—1992 —1992

B 1 1 1
© 1992 \ (Inn)t992  (In2)1992 )’

t fquent | e ! done 3

€ ar consequen 1m = onc Uy, converge.

P et e ] 2(lnx)™93  1992(In2)1%92” J
2

On peut également utiliser une méthode plus simple par changement de variable. Soit
Inz =v, dv = d%, alors

n Inn
/ dx B / dv
x(ln x)1993 - (v)1993'
2 In2

On reconnait ici une intégrale de Riemann qui est donc convergente puisque 1993 > 1.
1+Inn Inn

4. ~ —— =1,. Nous avons alors
ny/n  netoo ny/n
- 3
) ] 3 +oo st >3,
lim n%v, = lim n® 2 Inn = _ 3 o 5
n—00 n—+00 0 sia <3, en particulier pour tout o €|l 5[.

On en déduit donc que la série Y v, converge et comme u, ~ Uy, Y U, CONvVErge.

4.2.2 Séries de Bertrand

Séries de Bertrand Soient o, 5 € R . Alors Z converge si et seule-

nelog® n
ment si (a« > 1) ou (a=1¢etp>1).
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4.2.3 Regle de Cauchy

Regle de Cauchy Soit ) a, une série numérique. On pose

A = limsup |u,|"".
n—oo

Alors

1. si A <1, la série Y u, converge absolument,

2. st A> 1, la série Y a, diverge grossiérement.

Preuve : 1. Supposons A < 1. Soit p < 1 tel que > A. Soit N tel que Vn > N |un|1/" < u.
Alors ¥n > N |u,| < p™.

2. Supposons X\ > 1. Soit N tel que Yn > N |un|1/" > 1. Alors Yn > N |u,| > 1.

4.2.4 Regle de d’Alembert

Regle de d’Alembert Soit > a, une série numérique vérifiant a, # 0 pour

tout n > ng. Posons

[ = lim |u"+1|.
n—00 Uy

Alors
1. sil <1, la série > a, converge absolument,

2. sil>1, la série Y a, diverge .

Preuve :

1. Supposons I < 1. Soit u < 1 tel que u > L. Soit N tel que ¥n > N % < u. Alors, par

récurrence surn, V¥n > N |u,| < |uy|p" N = Bﬁ—%'u".

2. Supposons A > 1. Soit N tel que Vn > N % > 1. Alors, par récurrence sur n, Vn > N
un| = |un].
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4.3 Séries a termes réels de signe quelconques

4.3.1 Absolue convergence

Définition On dit que la série u,, est absolument convergente si la série Y |uy,|
est convergente.

Propriété Toute série absolument convergente est convergente. La réciproque est
fausse

Preuve : on remarque que |7 qun| < D07 Jun| et on utilisele critére de Cauchy.
Exemple :

-1" 1
La série ) ( 2) est absolument convergente puisque la série de Riemann ) — est conver-
n n

gente.
La réciproque est fausse : wu, = (_nl) ., en effet > (j) est convergente mais Z% est
divergente.

4.3.2 Séries alternées

Définition On dit q'une série Y | u,, a termes réels est alternée si son terme général
Uy = (—=1)"v, o v, >0 V¥Yn e N.

Propriété Soit > (—1)"u, une série alternée. Si la suite wu,, est décroissante et
convergente vers 0, alors la série alternée converge.

Preuve : on considere la suite des sommes partielles S,,. On prouve que S, et Sa,11 sont
adjacentes. On en déduit la convergence de S,.

4.3.3 Théoreme d’Abel

Grace au critere de Cauchy, on démontre le résultat suivant.
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Regle d’Abel Soit (a,) une suite décroissante de réels qui converge vers 0. Soit
(b,) une suite de réels telle que les sommes partielles de la série de terme général
b, soient bornées. Alors, la série Y a,b, est convergente.

Remarque 4.5. Ce théoreme redonne comme cas particulier (avec b, = (—1)") le
critere spécial des séries alternées.

Exemple Sif # 0 mod 27, les sommes partielles de la série de terme général b,, = e™?

vérifient
n 1 — giln+1)0

k6 __
Ze - 1—¢eif

k=0

donc, pour tout entier n
n

Z oik0| < 2

22| = 3[sin(0/2)]

On peut donc appliquer la régle d’Abel aux séries (de Fresnel) :
g cosnf sin nf
dEm X XTa

n n n

qui sont convergentes pour tout a > 0.

4.4 Produit de Cauchy

Théoreme Si on considere deux séries de nombres réels de termes généraux
Up, Up, o appelle produit de Cauchy la série de terme général

n
Wy = E UkUVp—k-
k=0

Si les deux séries > u, et > v, sont absolument convergentes, alors la série w,
est absolument convergente et
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4.5 Exercices

Exercice 1

1. Etudier la convergence des séries suivantes :
2

Dt
n2

b2 T
2

)Y T
d) Z sin (%),
ey
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Suites de fonctions

5.1 Convergence simple et convergence uniforme

5.1.1 Définitions de convergence
Convergence simple

Soient E un ensemble et (f,)nen une suite de fonctions f, : £ — R.

Définition On dit que (f,,) converge simplement sur E si et seulement si, pour
tout € E, la suite numérique (f,(x)),en converge. Dans ce cas on définit une
nouvelle fonction f : £ — R en posant, pour tout = € F, f(z) := lim, . f.(z),
et on dit que (f,,) converge simplement sur E vers f.

Autrement dit, (f,) converge simplement sur F vers f si et seulement si Vx € E, Ve > 0,
IN € N (qui dépend de z et €) tel que

[fu(z) = f(2)] <€ Vn=>N. (5.1)

Exemple E = [0,1], fo(z) = 2™ On a lim, o fo(z) = 0 pour 0 < z < 1, et
lim;, o0 frn(1) = 1. Donc z" converge simplement sur [0, 1] vers la fonction f : [0,1] — R
définie par

0 pour x€0,1]

1 pour =x=1 62

)= {
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Remarquons que, dans cet exemple, les fonctions f,(x) = 2™ sont continues, mais la
limite f ne l'est pas. (Pourquoi?)

Convergence uniforme

Définition Soient F un ensemble, A une partie de E (qui peut étre E tout
entier), (f,)nen une suite de fonctions sur F a valeurs dans R, et f une fonction
sur E a valeurs dans R. On dit que (f,) converge vers f uniformément sur A si
et seulement si

lim sup | f,.(z) — f(z)| = 0. (5.3)

n—oo €A

Autrement dit, (f,) converge vers f uniformément sur A si et seulement si Ve > 0
dN € N tel que

sup | fu(z) — f(z)| <€ ¥Yn > N, (5.4)
z€A

c’est a dire

|fu(z) — f(2)] <€ Vn > N,Vx € A. (5.5)

Remarque 5.1.

La difference principale entre la convergence simple et la convergence uniforme est
que, dans la formulation de la convergence uniforme le nombre N ne dépend pas
de la variable x tandis que dans la formulation de la convergence simple N peut
dépendre de z.

En pratique, on commence par déterminer la limite simple f (si on a convergence
uniforme vers f alors f est la limite simple de la suite), et on étudie 'écart |f,, — f|
sur A en le majorant par une suite qui tend vers 0, ou si cela n’est pas immédiat, en
étudiant les variations de |f, — f| sur A.

Exemple Reprenons l'exemple précédent : E = [0,1], fn(x) = 2" sur E, f(z) =0
pour z € [0,1] et f(1) =1.

(i) Montrons que f,, ne converge pas uniformément vers f sur [0, 1[. Prenons t, = 2~1/"
(n > 1);on at, € [0,1] et fu(tn) — f(tn) = (27" = 1/2. Donc Vn € N*,
supgefoaf [fn(2) — f(@)] = [fn(tn) — f(tn)| = 1/2 > € si on prend par exemple € = 1/3.
(ii) Pour les mémes fonctions, prenons maintenant A = [0,a] avec 0 < a < 1 et mon-
trons que f,, converge uniformément vers f sur A. Vn € N, sup,c4|fn(z) — f(2)] =
SUPp< <, [2"] = a™. Comme la suite a™ tend vers 0 quand n — oo, Ye > 0 IN € N tel
que Vn > N on a a™ < € (on peut prendre N = 1+ la partie entiére de bge gi e < 1).

loga

Donc Ve > 0 3N € N tel que ¥n > N on a sup,ea |fn(z) — f(2)] <a” <e
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Propriété Soient FE un ensemble, (f,,) une suite de fonctions sur E et f une fonc-
tion sur E. Si f, converge uniformément vers f sur E alors f,, converge simplement
vers f sur E.

La démonstration est triviale.

5.2 Théoremes fondamentaux sur les suites de
fonctions

5.2.1 Continuité

Théoreme Soitent I un intervalle quelconque de R, xy € I, et (f,,) une suite de
fonctions de I dans R convergeant uniformément sur / vers une fonction f: [ —
R. Si de plus les f,, sont continues en xg, alors f est continue en x.

Preuve.
Soit € > 0. Il existe N € N tel que sup,¢; |fn(2) — f(2)| < 5 Vn > N. f,, étant continue
en xo, il vient :

I >0:x€lxg—n,x0+nNI = |fn(x) — fn(x0)] <

Wl m

11 vient alors :

[f (@) = flzo)| < [f(2) = fv(@)| + | fn (@) = fv(@o)| + | v (w0) — fa0)| < e

Vr €|xg —n,xo + n[NI, donc f est continue en x.

On utilise assez fréquemment la contraposée d’une de ces propositions pour montrer
qu'une suite de fonctions continues sur I ne converge pas uniformément sur I. Par
exemple, on montre que la limite simple n’est pas continue.

Exemple Reprenons l'exemple avec f, = z™ sur [0,1], f(z) = 0 pour z € [0,1] et
f(1) = 1. Les fonctions f, sont continues mais la limite f n’est pas continue en 1, ce

qui prouve que la convergence n’est pas uniforme. En effet, sup,cp 11 [fn(z) — f(2)] =
n—o0

1 4 0.

Corollaire 5.1. Soient I un intervalle quelconque de R et (f,) une suite de fonctions
de I dans R convergeant uniformément sur I vers une fonction f : 1 — R. Si les f,
sont continues sur I, alors f est continue sur I.
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5.2.2 Intégration

Théoreme Soit a,b € R, a < b. Soit (f,,) une suite de fonctions intégrables de
[a,b] dans R. Si (f,) converge uniformément sur [a, b] vers une fonction f, alors
f est intégrable et on a

b b b

/ f(t)dt = / lim f(t)dt = lim [ fo(t)at. (5.6)

n— o0
a a a

Preuve. Admis

5.2.3 Dérivation

Théoreme Soient I un intervale de R et (f,) une suite d’applications
continument dérivables f, : I — R. On suppose :

(i) (f!)nen converge uniformément sur [ vers g : [ — R.

(i1)( fn )nen converge simplement sur I ou (Il existe xg € I tel que lim,, o fr(x0) =

leR)
On définit f(z) =1+ f;i g(t)dt. Alors (f,) converge simplement sur I vers f et

f'=9.

Preuve. Soit x € I; on a f,(x) = f.(zo) + ffo fl(t)dt. L'intervalle [xq, x| étant fermé
borné, il résulte du théoreme précédent que ffo fl(t)dt converge vers f;:) g(t). Avec (ii)
il en résulte que f,(x) converge vers [ + f;o g(t)dt = f(x).

5.3 Exercices

Exercice 1

1. On étudie les suites de fonctions réelles définies par f,(z) =
. nx

 l+nx
a) Ces suites convergent-elles simplement sur [0, 1] ?

+ arctan(x)
r+n

et g, (z) pour n € N*,

b) Convergent-elles uniformément sur [0,1] 7 Sur ]0,1]? Convergent-elles uni-
formément sur [1/2,1]7

c¢) Convergent-elles simplement et uniformément sur [1, +o00|?
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2. On considere, pour tout n € N, les fonctions f, : [0, +00[— [0, 1] définies par

(fn)nen sur [0, +ool.

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de

2"z
14 2mna?’
a) Etudier la convergence simple de cette suite de fonctions sur [0, 1].

3. Soit (fn),en la suite de fonctions définies sur [0, 1] par f,(z)

n—-+o0o

1
b) Calculer I, = /fn(t)dt et lim I,. En déduire que la suite (fy,), oy n'est
0

pas uniformément convergente sur [0, 1].
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Séries de fonctions

6.1 Convergence simple et convergence uniforme

Soient E un ensemble et (u,) une suite de fonctions sur £. On veut définir la somme

infinie Y  u,(z). Posons S,(x) =Y p_, fu(z).

Définition Soit A une partie de E. On dit que la série de fonctions Y 2, f,.(z)
converge simplement (resp., uniformément) sur A si et seulement si la suite as-
sociée de fonctions (S,(x)), ou S,(z) = > ;_, fr(z), converge simplement (resp.
uniformément), vers une fonction S(z) sur A, et dans ce cas on écrit

S(x) =) falz) (Vz€A). (6.1)
n=0
Lemme 6.1. 1. Soit )" f, une série simplement convergente de fonctions sur

E. Notons R, = Y~ .\ fr = S(x) — Su(x) le reste d’ordre n de la série. Alors
lim, o R,(z) =0Vz € E.
2. La série Y~ fa(x) converge uniformément sur A C E si et seulement si la suite

de fonctions (R,,) converge uniformément vers 0 sur A.

La démonstration est triviale
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Définition )_ f, est dite uniformément absolument convergente sur A si et seule-
ment si la série Y | f,| est uniformément convergente sur A.

Convergence normale

Définition La série Y f,, est dite normalement convergente sur A sl existe une
série convergente » v, < 400 & termes dans R, telle que

Vn € N, sup|f.(x)] < v,.
z€A

Propriété Soit > f,, normalement convergente sur A. Alors ) f,, est absolument
uniformément convergente sur A et donc uniformément convergente sur A.

Preuve. On a Vn € N, Vp € N,

P P P
Supz |fn+k<x)‘ < Zsug |fn+k<x)‘ < Zanrkv
k=1 € k=1

acA 1

et puisque Y v, vérifie le critére de Cauchy. Puis on applique la Proposition uniforme
de Cauchy.

En pratique : on essaie d’abord de prouver la convergence normale. Pour cela, on
cherche un majorant v, de ||f,|| tel que la série numérique Y v, converge (si on ne
trouve pas un majorant de maniére simple, on étudie les variations de f,,).

Lorsqu’il n’y a pas convergence normale mais convergence simple de la série de fonc-
tions, I'écart S, () —S(z) est égal a R, (z) = 3,20 | fr(z). Pour établir la convergence
uniforme de la série de fonctions, il faut montrer que la suite (|| R,||)s tend vers 0.

6.2 Théoremes fondamentaux sur les suites de
fonctions

6.2.1 Continuité
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Théoreme Soient I un intervalle de R, xy € I, et > f,, une série de fonctions
de I dans R convergentes uniformément sur I vers une fonction S : I — R.

(1) Si toutes les fonctions f,, sont continues en xg, alors S est continue en .
(ii) Si toutes les fonctions f,, sont continues sur I, alors S est continue sur I.

Exemple
Pour = > 0, on pose

SW@ =2

1. Montrer que S est bien définie sur RY.

2. Montrer que S est continue.

3. Etudier la monotonie de S.

4. Déterminer la limite en 400 de S puis un équivalent de S en +oc.
5. Déterminer un équivalent a S en 0.

Solution

1. Soit z €]0;+o0[. On a f,(z) ~ —= donc > f,(x) converge absolument. On en
déduit que la série > f,, converge simplement sur |0; +o00[ et donc la fonction

+o0

S@W=3

n=1
est bien définie

2. Les f, sont continues sur ]0; +oo[. Soit a > 0,

1 1

<~ =
x;;lfm[m(xﬂ S i~

donc la série > f,,(x) est normalement converge sur [a; +00[ donc converge uni-
formément sur tout segment de ]0; 00|
On peut donc conclure que Sest continue.

6.2.2 Intégration

Théoreme Soient [a,b], a < b, un intervalle fermé borné de R et Y f, une
série de fonctions intégrables bornées de [a, b] dans R. Si la série ) f,, converge
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uniformément sur [a, b] vers une fonction S(t) = >~ f,(t), alors S est intégrable
sur [a,b] et on a :

/(ifn(t))dt:i/fn(t)dt. (6.2)

Exemple
Soit

o= (5 s)

Justifier et calculer

Solution
ona
+o0o
2z
Y(z) = Z n2 — 12
n=2
or pour z € [0,1] on a |25 < % donc la série
X 2%
D
—n’—x

est normalement converge donc d’apres le théoreme précédent on peut permeter I'intégrale
et la somme

0 =2 \D0
donc
N 1 1 N
1 1 n n—+1
dx — d = l —1 =I[n(N)=In(N-+1)+In(2
S| [tz [z =3 (mGEp —i ) = ) -in(v )
n= 0 0 n=
ainsi

N—oo

/Q/}(ZE) de = lim (In(N) —In(N +1) +In(2)) = In(2)
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6.2.3 Dérivation

Théoreme Soient I un intervalle de R et ) f, une série de fonctions
continiment dérivables f,, : I — R. On suppose :

(i) > fr, converge uniformément sur I vers ¢ : I — R.

(ii) 11 existe xg € I tel que la série > f,(zo) soit convergente.

Alors I'application ¢ — > >°  f,(t) est dérivable et on a

(imwzimw (6.3)

Exemple .
Soit f($’) _ ZJroo x sm(na:).

n=1 n

1. Montrer que f est de classe C! sur | — 1, 1].
2. Calculer f'(z) .

Solution
1. Pour x €] — 1, 1] et n entier naturel non nul, posons f,(z) = " sin(nz) Siz(m)
Soit & €] — 1,1[. Pour n entier naturel non nul, |f,(z)| < |z|™ Or, la série

géométrique de terme général |z|", n > 1, est convergente et donc la série
numérique de terme général f,(x) est absolument convergente et en particulier
convergente. On en déduit que f(z) existe.

f est définie sur | — 1, 1].
Soit a €]0, 1[. Chaque f,, n > 1, est de classe C' sur [—a, a| et pour x € [—a,al,
f!(z) = 2™ tsin(nz) + 2" cos(nx).
Pour = € [—a,a] et n € N*,

fo@)] < a4 0" < 207,

Puique la série numérique de terme général 2a"~ %, n > 1, converge, la série de

fonctions de terme général f), n > 1, est normalement et donc uniformément sur

[—a,al.

En résumé,

— la série de fonctions de terme général f,,, n > 1, converge simplement vers f
sur [—a, al,

— chaque fonction f,,, n > 1, est de classe C! sur [—a,al,

— la série de fonctions de terme général f/ converge uniformément sur [—a, a.
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D’apres le théoreme de dérivation terme a terme, f est de classe C*' sur [—a, a]
pour tout réel a de ]0, 1[ et donc sur | — 1, 1] et sa dérivée s’obtient par dérivation

terme a terme.

[ est de classe C' sur | — 1,1[ et Vo €] — 1,1],

f(@) = 327 (2" sin(nx) + 2™ cos(nz)).

6.3 Exercices

Exercice 1

1. Etudier la convergence simple et la convergence normale de la série de fonctions
>~ fn dans les cas suivants :

a) fo(x) = i 0 [0, +00], puis sur |1, 4+00], puis sur [2, +00].
xn
b) fu(z) = g SW [0, +00[ puis sur [0, 50].
NG
¢) fulz) = 3 g S [0, +00.
2. On considere la série de fonctions Z fn avec fu(z) = sm(gw)'
n

n>1

a) Montrer que cette série converge pour tout x € R.

b) montrer que sa somme f(x) = Z fn(z) est une fonction continue.
n>1

f 1
¢) Montrer que /f(:p)dx =2 Z:l -1t
0 nz

cos(nx)
d) Montrer que f'(x) = E , Vz € R.
n>1 77,2
<X sin(maz)
3. On considere la fonction f définie sur [0, 7] par f(z) = 1+sin(2z) + E —
m
m=1

a) Montrer que cette fonction est bien définie, c’est a dire que la série converge
simplement sur [0, 7].

b) Converge-t-elle uniformément ?
Exercice 2
On considere la série de fonctions définies sur [0, +o0o[ de terme général :
(_1)n67n:v

un(z) = —2°  npeN

vn+1 '’
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i. Montrer que pour tout a > 0, la série de fonctions > u, converge nor-
malement sur [a, +00[, mais pas sur [0, +o00].

ii. Montrer que la série de fonctions > wu, converge uniformément sur
0, 400l

iii. Montrer que la somme de cette série est une fonction dérivable sur
10, +o0.
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